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Resume 

En theorie des supercordes de type H, la paire brane-antibrane separee admet dans son 
spectre de corde ouverte un tachyon bi-fondamental pour toute separation £ < Tx\j2a' . La 
dynamique de ce systeme serait decrite par Taction effective de Garousi PT71 en tout £ ^ 0. 
Notre etude montre que le domaine de validite de cette action concerne exclusivement des 
condensations de tachyon spatiales. Des etudes precedentes menees par Bagchi et Sen Q ont 
montre l'existence dans le domaine sous-critique partiel I < ■n\fa' d'une theorie conforme 
(CFT) decrivant une condensation dynamique a distance constante, appelee tachyon roulant. 
Nous montrons que cette CFT existe en verite sur 1' ensemble du domaine tachyonique. Grace 
a cette demonstration, i) nous prouvons que le domaine de validite de Taction de Garousi ne 
peut pas inclure de condensations de tachyons temporelles et ii) nous justifions le calcul de la 
fonction de partition le long du tachyon roulant pour tout £ < ix\/2a' . En utilisant une methode 
proposee par Kutasov et Niarchos iTTTll . nous determinons une action effective quadratique pour 
les champs de tachyon et de distance, au moins valable en tout £ autour de la solution de tachyon 
roulant. Cette etude a ete publiee dans Physical Review D ||62l . Par ailleurs, nous avons etudie 
le modele sigma non lineaire defini comme la deformation perturbative de la CFT du tachyon 
roulant. Les fonctions beta du groupe de renormalisation, que nous avons obtenues, sont en ac- 
cord avec les equations du mouvement de Taction effective quadratique proposee, confirmant 
ainsi son expression. 

Abstract : 

Tachyon condensation in brane-antibrane system 

In superstring theory of type II, the separated brane-antibrane pair admits a bi-fundamental 
tachyon in its open string spectrum, for any separation £ < n\/2a'. The dynamics of this sys- 
tem would be described by the Garousi's effective action Il47ll for any £ ^ 0. Our study shows 
however that the domain of validity of this action only includes space-like tachyon condensa- 
tion. Previous studies led by Bagchi and Sen [7J showed the existence, in the partial sub-critical 
domain £ < ny/a' of a conformal field theory (CFT) describing a dynamical condensation at 
static distance, called rolling tachyon. We show this CFT actually exists on the whole tachyo- 
nic domain. Thanks to this demonstration, i) we prove that the domain of validity of Garousi's 
action excludes time-dependent tachyon condensation and ii) we justify the computation of the 
partition fonction along the rolling tachyon for all £ < n\/2a'. Using a method proposed by 
Kutasov and Niarchos IfTTll . we determine a quadratic effective action for the tachyon and dis- 
tance fields, at least valid in the whole tachyonic domain around the rolling tachyon solution. 
This study has led to the publication of an article ||62| in Physical Review D. In addition, we 
studied the non linear sigma model of perturbative deformations along the rolling tachyon CFT. 
The beta-function of the renormalization group, that we obtained, are in good agreement with 
the equations of movement derived from the proposed quadratic effective action. This stands as 
an independent confirmation of its expression. 
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DEPUIS SON INTRODUCTION dans les annees 60, sous l'impulsion de scientifiques tels 
que Veneziano, Gross, Scherk, Schwarz ou Polyakov, la theorie des cordes a vu son 
developpement s'intensifier. D'abord appliquee a la modelisation des interactions fortes puis 
plus tard imaginee comme theorie fondamentale de l'univers, elle est peu a peu devenue incon- 
tournable dans le paysage de la physique theorique. C'est depuis les annees 90 que la theorie 
recoit un gain d'interet phenomenal, depuis que Ton a decouvert les D-branes. Depuis lors 
combien de dualites les mettant en jeu a-t-on decouvert? Faisant d'elles des elements d'une 
importance colossale. Et pour cause, la plupart des modeles cosmologiques cordistes actuels se 
basent sur leur dynamique afin de trouver une origine coherente et unifiante a l'univers. Mais 
nous decouvrons de jour en jour de nouvelles particularites, de nouveaux objets, de nouvelles 
geometrie et notre connaissance actuelle de la theorie et de toutes ses implications semble en- 
core tres faible par rapport a l'etendue de ses ramifications. 

Nous allons a present partir des annees 1900, periode de grande ferveur scientifique, qui a 
vu se developper les theories grandioses que sont la mecanique quantique et la relativite res- 
treinte et generate, survoler la periode des annees 30 a 70 pendant laquelle ont ete elaborees les 
theories des particules relativistes, les theories quantiques des champs, pour arriver finalement 
a l'epoque s'etalant des annees 70 a nos jours en vue d'un des chefs d'oeuvre de la physique 
theorique et experimentale moderne, le Modele Standard des particules. Nous conclurons pour- 
tant sur ses limitations et nous verrons avec quel naturel la theorie des cordes s'immisce dans 
le paysage de la physique fondamentale pour devenir aujourd'hui la theorie de premier plan. 
Nous l'introduirons tres brievement, puis nous presenterons dans ce cadre la problematique de 
la condensation de tachyon et enfin de cette these. 

Mecanique quantique et relativite 

L'histoire de la mecanique quantique et celle de la relativite ont debute quasi simultanement 
au debut du siecle dernier. Les avancees impressionnantes dans chacun de ces domaines ont 
amene les physiciens a s'interroger sur l'unification de ces deux theories. 

Mecanique quantique 

La premiere explique comment les particules de matiere telles que les electrons, protons 
ou neutrons, emettent des ondes lumineuses - photons - tout en conservant l'unite de l'atome. 
Les travaux conjoints de Schrodinger, Heisenberg, Bohr, Dirac, De Broglie et Einstein - malgre 
leurs divergences d' opinion - convergent vers une formulation des lois physiques extremement 
mathematisee et usant d'un formalisme probabiliste et de theorie des groupes - espace de Hil- 

bert, etats, operateurs et algebres, fonctions d'onde La puissance de ce developpement reside 

pourtant dans sa concision et son apparente clarte, malgre les mysteres qu'il devoile. 

Les theoriciens decouvrent que les particules de matiere sont portees dans 1' espace suivant 
la figure d' interference d'un paquet d'ondes - c'est la dualite onde-corpuscule. La position de 
la particule, supposee alors ponctuelle, n'est ainsi jamais determinee exactement au sein de ce 
paquet au point qu'on ne peut affirmer que la particule est vraiment portee par le paquet ou 
totalement dematerialisee dans les ondes. Pour cette raison, les lois physiques s'appliquent non 
pas a une particule suivant une trajectoire determinee, mais a un ensemble d'ondes. Les pendants 
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mathematiques de ces lois sont appeles des equations d'onde. Ainsi, la "particule", mesurable 
dans cet ensemble d'ondes sous la forme d'un agregat ponctuel d'energie, ne suivrait en realite 
aucune trajectoire particuliere entre son point d'emission et son point de reception. La resolution 
des equations d'onde montre une discretisation - ou quantification - des valeurs des observables 
telles que l'energie ou les moments cinetiques - spin et moment orbital par exemple. Le systeme 
quantique est alors decrit par un nombre fini ou infini d'etats classes suivant la valeur de ces 
observables et representes par des vecteurs (bra et ket). Dans ce formalisme, les lois physiques 
s'expriment a l'aide d'operateurs lineaires agissant sur ces vecteurs d'etats. 

Testee theoriquement et experimentalement, la theorie quantique est une revolution, mais 
laisse cependant de larges zones d' ombres. En particulier, comment concilier les visions an- 
tagonistes d'une matiere a la fois onde et corpuscule? Pourtant la description de l'atome en 
noyau et couches electroniques donne des accords experimentaux excellents, jusqu'a l'observa- 
tion directe. Et il a fallu pour cela abandonner l'intuition classique d'un corpuscule parfaitement 
localise et de trajectoire determinee ; mais abandonner aussi l'intuition que les mesures de la 
position et de l'impulsion d'une particule peuvent etre simultanees. 

Face a ces mysteres, Dirac insistera pour ne pas chercher de representation conforme a 
l'experience humaine; les lois atomiques defiant l'intuition, il faut suivre en aveugle la route 
que les mathematiques nous ouvre. Le lecteur pourra ouvrir 1' excellent ouvrage de Cohen- 
tannoudji, Diu et Laloe ll20ll . 

Relativite restreinte et generate 

La theorie de la relativite, introduite par Lorentz, Poincare et Einstein - qui la developpera 
considerablement - se base sur le constat experimental que la valeur mesuree de la vitesse de 
la lumiere est independante du referentiel galileen d'observation. A cela s'ajoute le postulat 
que les lois de la physique ne doivent pas non plus dependre du choix de ce referentiel. Au- 
trement dit, par changement de referentiel galileen, les lois physiques observees et la valeur 
de la vitesse de la lumiere doivent etre invariantes. Mathematiquement, Lorentz puis Poincare 
demontrent que de tels changements de referentiel galileen prennent la forme de transformations 
dites speciales appelees aussi boost de Lorentz. Les lois physiques sont ensuite determinees 
avec la contrainte de covariance, c'est-a-dire d'invariance de forme par transformation speciale. 
Einstein developpe le formalisme en introduisant les notions de simultaneity et de causalite, 
concepts extremement importants ayant permis d'unir l'espace et le temps en une seule entite 
geometrique : l'espace-temps, dote d'une structure causale. L'ensemble du formalisme consti- 
tue la relativite restreinte. 

Einstein souhaitera generaliser le postulat de covariance des lois a l'ensemble des referentiels, 
y compris acceleres, passant ainsi de la relativite restreinte a la relativite generate. Constatant 
que la gravite peut etre annulee par le truchement d'une acceleration - principe d'equivalence 
- Einstein montrera que la gravite est localement un effet relativiste. Cet aspect de localite le 
conduira a considerer que l'espace-temps est localement deforme et que la gravite est totale- 
ment encodee dans cette geometric Toute la puissance de la geometrie Riemannienne vient 
renforcer cette nouvelle approche et conduit a mathematiser la physique a un niveau superieur. 
Mieux encore, les mesures de la precession du perihelie de Mercure et les mesures d'Eddington 
sur la deformation des rayons lumineux appuient cette revolution ! La geometrie est reconciliee 
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avec la physique et occupera desormais une place de maitre dans la physique moderne. On 
pourra lire les ouvrages de Wald pour la relativite generale HI 301 et de Nakahara pour l'ap- 
proche mathematique de la geometrie riemannienne ||89~1 . 

Theorie quantique des champs et theories de jauge : la construc- 
tion du Modele Standard 

Theorie quantique des champs 

La theorie quantique des champs (TQC) est la fusion de ces deux concepts fondamentaux, a 
savoir la mecanique quantique et la relativite restreinte. Elle nous a permis de comprendre com- 
ment un photon se propage et comment un electron emet ces quanta d'onde electro-magnetique. 
C'est en 1925 que cette recherche est initiee par Heisenberg, Born et Jordan, plus tard completee 
par Dirac. La description de ces particules necessite de tenir compte a la fois de la mecanique 
quantique - les calculs doivent dependre de la constante de Planck h - et de la relativite res- 
treinteQ puisque tout phenomene physique faisant intervenir des particules de vitesse quasi- 
luminique doit etre modelise par des lois covariantes de Lorentz. Ces recherches ont mene a ex- 
primer en un formalisme tres complet V electrodynamique quantique. Grossierement, l'electron 
est couple au champ electromagnetique par sa charge electrique ; il emet et absorbe des quantas 
d'onde lumineuse (photon) et il est lui-meme un quanta de champ - electronique ici. Ainsi, 
le processus dominant l'interaction entre des particules de matiere chargees consiste en des 
echanges de photons^} Face au succes de cette theorie, les physiciens ont imagine de 1' adapter 
a tous les autres types d'interaction connus : interactions faible, forte et gravitationnelle. 

II etait deja tres clair des 1925 que les photons et les electrons revetaient des natures bien 
differentes, ne satisfaisant pas a la meme statistique. Le premier est un boson, c'est-a-dire il 
peut se superposer a un photon identique ; le deuxieme est un fermion, c'est-a-dire il subit 
une regie d'exclusion - de Pauli - qui interdit toute superposition de particules rigoureuse- 
ment identiques. En outre, le photon est un champ dont les degres de liberte peuvent etre 
represented par ceux d'un quadrivecteur - appele boson vecteur. Par ailleurs, les degres de 
liberte du champ electronique etant regis par une statistique non triviale, il faut introduire un 
nouvel objet mathematique, le spineur. La generalisation de T electrodynamique quantique a la 
theorie quantique des champs doit done regrouper les bosons (scalaires, vecteurs, tenseurs. . . ) 
et les fermions (spineurs) puis formaliser leur quantification en terme de particules - seconde 
quantification. Ainsi, dans le formalisme hamiltonien les champs sont decrits par des oscil- 
lateurs harmoniques et sont exprimes en termes d'operateurs de creation et d' annihilation de 
quantum a telle ou telle impulsion ou telle ou telle position. Suite aux travaux de Feynman dans 
les annees 1950, le formalisme lagrangien, a travers l'introduction des integrates de chemins, 
est generalise au cas quantique et une approche plus statistique est envisagee, en meme temps 
qu'un developpement visuel fort - les diagrammes. Les interactions entre particules sont alors 

1. D'un point de vue microscopique l'espace-temps est plat en premiere approximation. Une generalisation 
appelle une theorie microscopique de la gravitation, ce qui sera la theorie des cordes. 

2. Cependant cette visualisation sera vraiment integree lorsque Feynman introduira ses diagrammes et lorsque 
la convergence perturbative de cette approche sera verifiee. 
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soumises a des poids statistiques qui privilegient tel ou tel processus, tel ou tel echange de par- 
ticule. Cette approche renoue en quelque sorte avec la vision classique et deterministe dans le 
sens ou - au niveau perturbatif - 1' integrate de chemins est une facon de moyenner sur tous les 
chemins possibles que pourrait prendre une particule pour se rendre d'un point A a un point B. 
La trajectoire classique est alors celle qui minimise le temps propre de propagation de la parti- 
cule, mais les effets quantiques indiquent que la particule empreinte tous les chemins possibles 
a la fois. La theorie des perturbations directement associee a cette approche conduit a com- 
prendre les interactions fondamentales comme relevant d'echanges de quanta de champ d'in- 
teraction entre les diverses particules de matiere. Nous recommandons la lecture des ouvrages 
de Itzykson-Zuber et de Peskin-Schroeder ll63l I%1 pour une introduction complete a la theorie 
quantique des champs. En complement, le lecteur pourra trouver d'importants developpements 
dans les ouvrages de Weinberg H131[|132ll . 

Theories de jauge, modele standard et au-dela 

La generalisation de l'electrodynamique quantique a l'ensemble des interactions a conduit 
les physiciens a analyser en profondeur les concepts lies aux interactions dites "de jauge" telles 
que les interactions electro-magnetiques. En effet, outre sa qualite de boson-vecteur, le pho- 
ton possede une symetrie interne, nommee symetrie de jauge. Or il s'avere indispensable que 
la theorie entiere verifie cette symetrie de facon a exprimer de maniere coherente les interac- 
tions du photon avec la matiere fermionique. Dans le dessein final d' unifier l'ensemble des 
interactions, le choix a ete fait de generaliser le concept de "jauge" a tous les bosons d'interac- 
tion, devenant ainsi des bosons de jauge, introduisant respectivement les theories de jauge, 
chacune associee a un groupe de symetrie de jauge. Des resultats experimentaux dans les 
grands accelerateurs de particules appuient cette intuition et fondent le Modele Standard des 
interactions electro-faibles et fortes SU(3) x SU(2) x U(l). Du cote theorique, les avancees 
mathematiques en geometrie differentielle permettent d' interpreter geometriquement la cova- 
riance de jauge d'une theorie en termes de fibres. C'est une constatation importante dans le sens 
ou, s'il ne faut pas forcement comprendre que 1'origine de toutes les interactions est purement 
geometrique, pour le moins 1' interaction gravitationnelle etablie plus haut comme fondamen- 
talement geometrique - c'est-a-dire associee a des transformations purement geometriques - 
peut etre derivee en terme d'interaction de jauge done en terme de graviton. Sans aller aussi 
loin, les theories de jauge possedent deja des proprietes fantastiques, posant des contraintes de 
coherence sur la theorie elle-meme et introduisant de nouveaux objets, topologiques et done 
non-perturbatifs : solitons, instantons etc. En ce qui concerne les theories de jauge et les aspects 
geometriques, le lecteur pourra lire la revue d'Eguchi et al. ainsi que les ouvrages de Nakahara 
et de Binetruy ||28ll89l[T5Tl. 

Le modele standard offre une correspondance assez nette avec les resultats experimentaux 
obtenus dans les grands accelerateurs de particules. Ultime particule hypothetique a decouvrir, 
le Higgs est retors et semble se cacher indefiniment des experimentateurs - a moins que le LHC 
ne finisse par mettre tres bientot la main dessus. Mais il faudrait le trouver, car lui seul semble 
pouvoir expliquer les differences de masses entre les particules : entre les leptons, entre les 
bosons de jauge et entre les quarks. Bien qu'indispensable, il n'offre cependant pas la propriete 
la plus adequate : sa masse est ajustee beaucoup trop precisement et sa masse nue extremement 
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elevee, ce qui pose un probleme de naturalite - naturalness problem. II faut aller au-dela du 
modele standard pour expliquer cette intrigante propriete, sans necessairement mettre au rebut 
les theories de Higgs - ici intervient la supersymetrie qui resout en meme temps le probleme de 
naturalite et le probleme de hierarchic Outre cet aspect, il faut de toute facon aller plus loin, car 
il semblerait que le modele standard n'est qu'une theorie effective a basse energie. En effet, trop 
de parametres sont a ajuster, entre autre les constantes de couplages, dont celles entre le boson 
de higgs et les autres particules. Enfin, devant le succes de la theorie electro-faible d'unification 
de l'electromagnetisme et de l'interaction faible, tout porte a croire que les interactions electro- 
faibles et fortes doivent egalement etre unifiees a un niveau d'energie plus elevee - echelle de 
Grande Unification GUT. 

Gravite quantique, supersymetrie et supergravite : vers la theorie 
des cordes 

Le probleme de la gravite 

Finalement, que penser de la gravite ? Serait-ce, comme suggere plus haut, une interaction 
de jauge ? Peut-on unifier la theorie quantique des champs et la relativite generale ? Malheu- 
reusement, un naif modele de gravite quantique ne fonctionne pas, car il presente des calculs 
pathologiques. En effet, les echanges de graviton a echelle infinitesimale ne sont pas controles 
et donnent des probabilites infinies - non-renormalisables. 

Des divergences UV similaires apparaissent dans le cadre du modele standard. Le traite- 
ment applique pour traiter ces divergences se nomme renormalisation HI 341 l63l . La theorie - 
les parametres - est ajustee de telle sorte que les resultats physiques sont finis, ce qui revient 
souvent a introduire des parametres infinis - ce fameux ajustement fin. II s'agit d'une methode 
efficace, mais finalement peu satisfaisante dans le cadre du modele standard : cet ajustement tres 
precis pour des valeurs extremement elevees des parametres de la theorie est trop artificiel. Cela 
va dans le sens de l'existence d'une theorie plus fondamentale. Ajoutons que ces parametres 
ajustes sont des constantes de couplage ou des masses - dites nues. Tant que leur dimension 
est positive ou nulle, la theorie est dite renormalisable. Or c'est toujours le cas des constantes 
de couplages et des masses nues du modele standard. Par consequent, le modele peut etre teste 
experimentalement, non pas dans ses parametres fondamentaux - puisque ceux-ci sont ajustes 
- mais dans sa forme, son expression ; et il l'a ete, positivement. 

Ce faisant, la renormalisation n'est pas uniquement reliee a l'existence de resultats infi- 
nis. En particulier, dans les theories renormalisables, la renormalisation traduit un vrai pro- 
cessus physique. Ceci est mis en valeur par la methode de renormalisation introduite par Wil- 
son. Elle consiste a imposer une echelle UV physique A p h ys a la theorie, au-dessus de laquelle 
tous les effets quantiques perturbatifs ou non-perturbatifs doivent etre integres. En verite cette 
integration-ci tient, pour sa part, compte d'un cut-off UV A max qui pourrait etre la limite a 
partir de laquelle telle theorie est supposee fausse done les corrections non pertinentes. Dans 
le modele standard, cette limite est typiquement Mqut ~ 10 15 GeV l'echelle d'energie de la 
grande unification. L'echelle A p h ys en revanche correspond en general a l'energie maximale 
atteinte dans un accelerateur, ou dans une experience de collision particuliere, par exemple, et 
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elle est par definition inferieure a A max . En ce sens, les couplages de la theorie - on parle de 
theorie effective - definie en-dessous de l'echelle maximale dependent reellement de l'echelle 
physique, et cela est verifie experimentalement. 

Dans la theorie des champs de la gravite, la constante de couplage ajustable serait la constante 
de Newton Gn- Or celle-ci est de dimension negative Gn = M~ 2 en fonction de la masse de 
Planck M p = 1,22.10 19 GeV. La theorie associee est done non-renormalisable, e'est-a-dire 
qu'il existe une infinite de diagrammes UV-divergents a tous les ordres. Ceci indique que la 
theorie perturbative est effectivement mal definie pour les impulsions elevees ou de maniere 
equivalente aux petites distances. 

II existerait deux solutions - voire une troisieme - a ce probleme : 

i) Est-ce une pathologie du calcul perturbatif ? Auquel cas, peut-etre faut-il envisager le 
probleme dans une approche non-perturbative pour le resoudre. II s'agit de la direction 
dans laquelle s'est engagee la gravite a boucle, qui connait quelques succes. 

ii) Ou bien est-ce une probleme plus fondamental de la physique quantique ? C'est l'option 
qu'a choisi d'explorer la theorie des cordes, en proposant de resoudre le probleme de 
divergence des interactions gravitationnelles en delocalisant les particules. Elles admet- 
traient une structure microscopique de la forme d'une corde, de taille fixee i s ~ £ p autour 
de la longueur de Planck £ p « 1, 616. 10~ 34 m, echelle caracteristique de la gravite quan- 
tique. La theorie quantique des champs qui en decoule est ainsi dotee d'une longueur, 
done d'une echelle, minimale d'interaction. Autrement dit, la limite infinitesimale (UV) 
de la theorie est controlee naturellement. 

Hi) A-t-on reellement besoin d'une gravite quantique pour decrire nos observations ? Jus- 
qu'a quel point la mathematisation des phenomenes est possible ? Autrement dit, faut-il 
bien que les modeles mathematiques soient coherents d'un bout a 1' autre et en dehors du 
champ d' observations ? Je n'irais pas plus loin dans cette problematique, car je ne connais 
aucune reponse si ce n'est des questions. Mais je la con§ois personnellement comme une 
option. 

La supersymetrie et la supergravite 

L'apparente non-naturalite du modele standard, en particulier l'ajustement fin des constantes 
de couplages et des masses - probleme de hierarchie - associee a la non-finitude de l'energie 
du vide, ont amene les theoriciens a tendre vers un modele mathematique mieux defini et 
plus naturel. Jusqu'a present la theorie du modele standard fonctionnait plutot bien et l'accord 
aux experiences de collision tres correct. Cependant, les observations astrophysiques donnent 
d'autres contraintes qui posent la question de la completude du Modele Standard. II y a par 
exemple le probleme de la matiere noire : est-elle faite de neutrinos ? II semble pourtant que les 
neutrinos soient observationnellement rejetes pour ce role-ci. II faut done ajouter de nouvelles 
particules qui ne couplent pas aux photons - on en trouverait dans 1' extension supersymetrique 
du modele standard MSSM par exemple. II y a aussi le probleme de la constante cosmologique 
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qui d'apres les dernieres observations est infinitesimale, mais non nulle et positive. Dans une 
theorie couplee a la gravite cette constante correspond a l'energie du vide. Or dans le cadre du 
modele standard, sa valeur n'est absolument pas controlee et diverge. 

En outre, il y a ce courant de pensee qui guide les theoriciens vers une explication purement 
mathematique de l'ensemble des choses. C'est une question vraiment profonde qu'il faut avoir 
en tete en allant plus en avant dans la theorisation. En se basant sur ce principe, que la Nature 
est mathematique, ou plus faiblement quasi-parfaitement decrite par les mathematiques, alors il 
faut que ce cadre soit tout a fait bien defini et que dynamiquement les choses y soient " causes 
et consequences " les unes des autres sans que jamais il ne faille faire surgir quoique ce soit 
du neant. Le modele standard ne satisfait pas a ce principe pour les raisons que nous avons 
dites : nombre de parametres fondamentaux, ajustement fin et infinite de l'energie du vide - 
sans compter les autres problemes cosmologiques. 

En etudiant la theorie des cordes et afin d'introduire des objets fermioniques dans l'espace- 
temps, les cordistes ont ete amenes a introduire une supersymetrie. Brievement, les cordes sont 
decrites par des surfaces sur lesquelles les coordonnees d'espace-temps deviennent des champs 
scalaires, des bosons. Or en introduisant naturellement des champs fermioniques - formulation 
de Green-Schwarz ou formulation RNS - on decouvre qu'il existe une symetrie melangeant ces 
fermions avec les bosons, alors appelee supersymetrie. II s'en suit que le spectre de particules 
decrites par les cordes herite - d'une certaine facon et nous verrons cela plus en detail par la 
suite - de cette supersymetrie qui se trouve etre une propriete d'un univers cordiste contenant 
bosons et fermions ; chaque boson admet un partenaire fermionique de meme masse et vice- 
versa. 

L'une des caracteristiques essentielles d'une theorie supersymetrique est l'annulation de 
l'energie du vide en espace plat^jentre les contributions des fermions et celles des bosons et 
une autre est la resolution du probleme de hierarchie grace au theoreme de non-renormalisation 
applique au boson de Higgs. Mais elle vient aussi avec son lot de problemes et en particulier 
predit l'existence de plus de particules qu'observees. La force du principe de mathematisation 
est que si un moyen de resoudre mathematiquement tel probleme est decouvert alors 9 'en est une 
solution serieusement envisageable. Pour ce cas-ci, on propose que la supersymetrie soit brisee 
a notre echelle, de telle sorte que les partenaires qui ne sont pas observes - jusqu'a aujourd'hui - 
sont suffisamment massifs pour ne pas etre observables dans les gammes d'energie accessibles 
dans la plupart des accelerateurs - mais peut-etre pas au LHC ? 

Bien que ce modele necessite encore de 1' ajustement pour controler le degre de brisure de 
supersymetrie, ce n'est pas le meme niveau d'ajustement que celui du modele standard et le 
controle que Ton a dessus en fait un candidat vraiment serieux. Mais encore, il faut aller plus 
loin et comprendre comment dynamiquement arriver a cet ajustement car on ne souhaite pas 
voir les choses surgir du neant et c'est legitimement dans ce contexte que la theorie des cordes 
s'inscrit. Pour une introduction a la supersymetrie, nous conseillons la lecture des ouvrages de 
Binetruy, de Derendinger et de Weinberg |fT51l23l[T33ll . 

Maintenant, il faut aussi comprendre comment coupler la gravite a ce modele supersymetrique 



3. C'est un premier pas vers son controle en espace courbe. 
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et si par hasard une gravite quantique ne serait pas mieux definie au sein d'une theorie plus 
symetrique done mieux contrainte. En fait, la supergravite qui est l'extension supersymetrique 
de la gravite quantique vient assez naturellement. En effet, pour 1' instant nous n'avons parle 
que d'une supersymetrie rigide, globale. Qu'en serait-il si les generateurs de la supersymetrie 
etaient de finis uniquement localement ? En ouvrant cette voie, nous nous placons d'emblee 
dans une theorie de gravite : les generateurs de supersymetrie, des spineurs, notes Q a verifient 
l'anti-commutateur suivant : 

{Q,Q} = 2r,»P lt (0.0.1) 

avec P M le generateur des translations. Par consequent, le simple fait de rendre les generateurs 
de supersymetrie locaux rend inevitablement les generateurs de translations locaux egalement. 
Or cela n'est rien d'autre que rendre l'espace courbe pour la particule concernee par cette im- 
pulsion. Alors, nous avons fatalement affaire a une theorie de gravite quantique. L' application 
de la supersymetrie sur le champ correspondant de spin 2 exige done l'existence d'au moins un 
partenaire supersymetrique de type spin 3/2 appele gravitino. Les types de supergravites sont 
denommees en fonction du nombre de supersymetries J\f ou de facon equivalente du nombre de 
gravitinos. Par exemple, les supergravites de type II en dimension 10 (pour correspondre a la 
theorie des supercordes) ont J\f = 2 et deux gravitinos tandis que les supergravites de type I en 
dimension 10 toujours n'ont que J\f = 1 et un seul gravitino. 

Le probleme de base de la gravite quantique n'est pourtant pas resolu dans ce modele, car 
bien que ce fheoreme de non-renormalisation existe, la supergravite souffre encore d'etre non- 
renormalisable - sauf peut-etre la supergravite N = 8 en dimension 4. Mais e'est un point 
positif pour la theorie des cordes : dans une theorie des supercordes la gravite quantique est 
naturelle et s'inscrit immediatement dans un cadre de supergravite, tout en etant controlee dans 
l'UV. 

La theorie des cordes 

L'idee fondamentale de l'application de la theorie des cordes a la gravite quantique est 
la suivante. Puisque les divergences des calculs gravitationnels sont toutes ultra-violettes, en 
introduisant une regularisation UV tout en conservant la symetrie de Poincare - boost et trans- 
lations - le probleme devrait etre regie. En introduisant des objets de dimension non nulle - par 
exemple une corde de longueur i s ~ 10" 34 m - leurs interactions sont delocalisees le long de 
leur extension spatiale, de telle sorte qu'il n'existe plus de singularite de vertex. On peut mon- 
trer que la theorie dans laquelle ces objets sont des cordes est la theorie la plus fondamentale]^ : 
des objets de dimension superieure, des membranes par exemple, sont plus energetiques done 
probablement moins fondamentaux. Dans le cadre de la theorie des cordes ce ont des objets de 
plus grande dimension pouvant etre crees a partir de cordes et dans certains cas se desintegrant 
en cordes. A l'heure actuelle il s'agit de la seule theorie capable de conserver la symetrie de 
Poincare tout en imposant une regularisation ultra- violette phy siquement justifiee. 

4. En fait, e'est un peu incorrect, car la theorie que Ton pense fondamentale n'est pas encore connue 
entierement mais serait une supergravite all dimensions faisant interagir des membranes et non des cordes : 
e'est la theorie M. 
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Les objets en theories des cordes peuvent etre interpretes, en les sondant a basse energie, 
en tant que particules. Les cordes ont des masses, qui sont grossierement fonctions de leur 
frequence d'oscillation et proportionnelles a 1/^ done rapidement tres massives. Les plus im- 
portantes sont les cordes non-massives puisque les autres sont tellement massives que la proba- 
bilite pour les creer est infinitesimale et leur probabilite de disintegration presque 1. En outre, 
afin de distinguer entre ces cordes (massives et non-massives) des particules bosoniques et des 
particules fermioniques, il faut se concentrer sur la theorie des supercordes dans laquelle le 
spectre de particules admet fermions et bosons et est eventuellement supersymetrique. II est 
aussi possible de definir une theorie de cordes bosoniques - e'est d'ailleurs la premiere inventee 
- mais evidemment puisqu'elle n'admet pas de fermions, elle n'est pas interessante in fine pour 
decrire une theorie de notre univers et de nos particules. II existe 5 types de theories de super- 
cordes IIA, IIB, I, heterotique E$ x E$ et SO (32). Chacune a ses proprietes mais aussi et surtout 
elles sont toutes reliees les unes aux autres par ce qu'on appelle des dualites et toutes reliees a 
la theorie M. Elles decrivent toutes a basse energie des supergravites. 

Toute theorie des supercordes, pour etre mathematiquement coherente, doit habiter dans un 
espace-temps^] de dimension 10. Cette contrainte implique de traiter le cas de ces 6 dimen- 
sions supplementaires. Pour cela, on propose de compactifier l'espace le long de ces directions, 
e'est-a-dire que chaque dimension est refermee sur elle-meme de sorte qu'en allant tout droit 
on finit par retourner a son point de depart. Cela s'exprime mathematiquement par une relation 
d'equivalence X ~ X + 2nR avec R le rayon de compactification qui caracterise la longueur 
de l'espace compact dans la direction X. En l'appliquant independamment sur toute les 6 di- 
rections, il s'agit du schema le plus simple de compactification, la figure geometrique decrite 
est un tore a 6 dimensions note T 6 . Le volume de l'espace compact est en general suppose 
tres petit, de sorte que les effets physiques relevant de ces dimensions sont imperceptibles. En 
fait, il est techniquement envisageable d'appliquer une compactification plus generale sur toute 
variete de dimension 6. Cependant, il existe des contraintes, en particulier la conservation d'une 
certaine quantite de supersymetrie, qui imposent a l'espace de respecter certaines geometries. 
Par exemple, la conservation d'au moins une supersymetrie et une torsion nulle imposent que 
la variete compacte doive avoir une holonomie SU(3). Cela se traduit pour une variete de di- 
mension paire avec une metrique reelle en : variete Ricci-platef\ et Kahlerf\ ce qui est appele 
une variete de calabi-Yau, en l'occurrence ici CY 6 . Ne rentrons pas plus dans les details, mais 
mentionnons simplement que le tore T 6 est Calabi-Yau et conserve toutes les supersymetries 
d'espace-cible a 10 dimensions. Le nombre de degres de liberte - appeles modules - associes a 
la creation d'un espace de Calabi-Yau peut etre tres grand et laisse beaucoup de possibilites. Par 
exemple, le tore a deja 6 degres de libertes. Or, l'objectif de la theorie des cordes est de retrouver 
dans une limite de basse energie une theorie de gravite quantique couplee au modele standard 
et permettant aussi de satisfaire aux contraintes cosmologiques. Nous avons done un important 
probleme qui est celui de retrouver la theorie de la Nature dans ce qu'on appelle depuis quelque 
temps le paysage de la theorie des cordes. 

Nous venons brievement de decrire la theorie des supercordes. Dans cette theorie, comme 

5. La theorie M est une supergravite de dimension 11. 

6. Le tenseur de Ricci R mn — doit etre nul. 

7. La forme de Kahler J — iGjjdz 1 A dz J doit etre fermee. 
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dans la bosonique, les cordes sont des objets compacts unidimensionnels de petite taille qui 
peuvent soit se refermer sur eux-memes, on parle de corde fermee soit simplement avoir deux 
extremites distinctes, on parle dans ce cas de corde ouverte. Les cordes fermees se propagent 
dans l'espace-temps en decrivant des surfaces tubulaires et les cordes ouvertes sous la forme 
de nappes. Elles forment alors des surfaces d'univers - par analogie aux lignes d'univers intro- 
duites en mecanique classique du point. Les cordes fermees se propagent en general librement 
dans l'espace-temps. A l'inverse, les cordes ouvertes doivent etre attachees par leurs extremites 
a des defauts d'espace-temps, des hypersurfaces. Ces defauts se revelent en fait etre des objets 
eux-memes dynamiques, appeles branes et en general Dp-brane. La lettre D provient des condi- 
tions de bord de Dirichlet que verifient les cordes a leurs extremites et la variable p indique leur 
dimension spatiale : les branes sont des objets de p + 1 dimension, dont une dimension tempo- 
relle. Ainsi les cordes ouvertes se propagent le long de ces branes et elles admettent un spectre 
de masse dependant de la configuration des branes auxquelles elles sont attachees. En parti- 
culier, leur spectre peut ne pas etre supersymetrique mais aussi contenir des niveaux de masse 
carree negative, ce qu'on appelle des tachyons. 

Enfin, 1' ensemble de ces cordes et leurs excitations forment a basse energie un zoo de parti- 
cules, massives, non-massives ou tachyoniques, bosoniques ou fermioniques. Dans le cadre de 
la theorie quantique des champs, qui utilise un formalisme de seconde quantification, chaque 
particule est interprete comme le quanta d'un champ dont la dynamique est regie par une action 
ou un hamiltonien. Par analogie et au moins a basse energie, les "particules cordistes" pour- 
raient done etre interpreters comme des quantas de champs et leur dynamique decrite a l'aide 
d'une action. Le terme d' action effective de basse energie est introduit. Nous en verrons des 
exemples dans cette these. II est aussi possible de decrire exactement, quoique difficilement, les 
cordes en tant que quanta d'une theorie des champs. Ce domaine de recherche majeur constitue 
ce qu'on nomme la theorie des champs de corde denotee SFT pour string field theory et est 
encore en progres. Voici quelques references de lectures pour une introduction a la theorie des 
cordes fl97l|98ll69l[53l|5l. 



Le tachyon et la condensation 

Dans ce cadre, nous nous sommes interesses pendant cette these a la description du tachyon 
de corde ouverte apparaissant dans le spectre des cordes tendues entre une brane et une antibrane 
(voir definition dans section [23] ) paralleles et separees. Ce systeme admet un tachyon dans ce 
secteur interbranaire lorsque la distance separant les branes est inferieur a une certaine distance 
critique, que nous noterons ici r c . L' evolution du tachyon est particulierement importante, car le 
champ dont il est le quanta est instable si bien que le systeme de branes lui-meme est instable. La 
resolution de cette instability s' appelle la condensation de tachyon et est le sujet de cette these. 
La condensation de tachyon est tout un domaine de recherche et a ete largement etudie depuis 
les annees 80 dans toutes sortes de systemes, aussi bien supersymetriques que bosoniques. La 
question essentielle est celle d'obtenir une description effective du systeme et de comprendre 
de quelle facon le tachyon evolue et condense, mais surtout de savoir s'il atteint une valeur a 
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laquelle il se stabilise. Un tachyon stable implique un systeme stable. Quel est sa nature ? De 
quoi est-il compose ? 

Donnons brievement un exemple. En theorie bosonique, une brane admet naturellement un 
tachyon de corde ouverte. On sait aujourd'hui que ce tachyon, notons-le T est decrit par un 
potentiel V(T) qui est minimise en T — > oo et s'annule. Cela implique que le systeme au 
minimum du potentiel est une theorie de cordes fermees, ou les cordes ouvertes, done aussi la 
brane initiale, ont disparu ! Quand il evolue temporellement dans son potentiel pour rejoindre 
ce minimum, le tachyon induit sur la brane une evaporation de sa matiere sous forme de cordes 
fermees ainsi qu'une disintegration en cordes fermees. A la fin, au minimum, la brane s'est 
totalement dissipee en cordes fermees. 

Nous verrons que la description du tachyon interbranaire dans le systeme brane-antibrane 
separe n'est pas aise et qu'il n'est pas evident que le schema ci-dessus soit celui qu'il suit. Avant 
tout, Taction effective, et done aussi le potentiel effectif, couplant le tachyon T et la distance £ 
qui est aussi representee par un champ, n'est pas connue exactement. En fait, son expression a 
ete conjecturee par Garousi, mais le domaine de validite de Taction qu'il a determined semble 
restreint en dehors des solutions de condensation dynamique, ce que nous montrons par notre 
etude. La dynamique du systeme ou Tissue de la condensation, sont done assez meconnues, 
bien qu'a Tinverse le cas des branes coincidentes est tres bien decrit, connu et meme exploite. 
Neanmoins, nous savons qu'il existe un mode de condensation dynamique, nomme tachyon rou- 
lant, a distance constante. Bagchi et Sen avaient montre que ce mode de condensation existait 
pour un domaine de distance restreint a £ < £ c / \/2. 

Nous avons demontre qu'en realite ce mode existe aussi pour £ c /\/2 < £ < 4 done en 
somme sur Tensemble du domaine sous-critique £ < £ c . Puis nous avons determine Taction 
effective du tachyon a Tordre quadratique en utilisant une methode proposee par Kutasov et 
Niarchos qui T avaient utilise avec succes pour obtenir Taction effective du tachyon sur la brane 
non-BPS (voir section 2.3 pour la definition). L' existence du mode de condensation a distance 
constante pour tout £ < £ c est importante, car elle ouvre la voie a une description exacte de 
Tevolution dynamique du systeme separe. Nous mentionnerons brievement dans la conclusion 
de futures pistes de recherche : la description exacte de la condensation d'un tachyon interbra- 
naire a distance constante sur un systeme separe en dimension compacte, et une piste de calcul 
du potentiel effectif du tachyon en fonction de la distance de separation par identification du 
modele off-shell de OSFT au modele Kondo. 
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Deuxieme partie 
Introduction 



Chapitre 1 

Motivations et plan de these 



La condensation de tachyon est un phenomene important en theorie des cordes et a ete la 
cible d'un considerable interet ces dernieres annees. A la fois parce qu'il a ete possible de 
decrire exactement des phases de condensation et aussi parce que le probleme que pose son 
apparition a necessite de developper les theories de champs de corde. 

En theorie bosonique, cordes fermees et cordes ouvertes admettent generalement un fon- 
damental tachyonique dans leur spectre de masse. En revanche, en theorie des supercordes, 
la projection GSO tronque le tachyon du spectre des cordes ouvertes et fermees. Toutefois, il 
existe des exceptions : les systemes brane-antibrane paralleles et brane non BPS par exemple. 
Dans ces systemes, la projection GSO y est telle qu'ils admettent un ou plusieurs tachyons dans 
leur spectre de cordes ouvertes. Nous nous interesserons dans cette these au tachyon de corde 
ouverte dans le systeme brane-antibrane. 

En theorie quantique des champs, les tachyons sont des champs localises en un maximum 
de leur potentiel. En ces points les champs sont instables par consequent la quantification n'y a 
aucun sens. En d'autres points, le potentiel peut toutefois admettre un ou plusieurs minimums, 
locaux ou globaux, ou a l'inverse une theorie quantique est tres bien definie. On parle ainsi 
de vide stable si le minimum est global, ou metastable si le minimum est strictement local. La 
condensation du tachyon est le phenomene de stabilisation du champ dans un de ces minimums. 
Celle-ci peut etre globale aussi bien que locale en espace ou en temps. 

En theorie des cordes, il est communement admis que le potentiel du tachyon de corde ou- 
verte admet au moins un vide stable. On peut montrer que chaque vide stable correspond a un 
vide de corde fermee, c'est-a-dire sans corde ouverte done sans la brane initiale. Si le potentiel 
admet plus d'un vide stable, les condensations spatiales du tachyons peuvent etre locales et les 
configurations topologiquement non triviales. Peuvent done apparaitre des murs de domaine, 
interpolant entre deux vides bien distincts, mais aussi des cordes cosmiques, entourees d'une 
configuration en vortex. Ces defauts topologiques, des solitons, sont identifies a des branes 
generalement stables. Ainsi par condensation une brane mere donne naissance a, au moins, une 
brane fille. Puisque ces dernieres sont de dimension inferieure a la brane initiale, on parle de 
relation de descente. Ce processus s'inscrit directement dans le cadre de la theorie K - voir par 
exemple 1' article de Witten H137H . 



Le tachyon peut aussi se condenser temporellement, c'est-a-dire dynamiquement. En theorie 
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des cordes, ce mode de condensation peut etre decrit exactement; c'est un point ties impor- 
tant. En cosmologie, par exemple, ce genre de processus existe : pendant 1' expansion, alors 
que l'univers refroidit, le Higgs pose en son maximum local se condense dynamiquement dans 
la gouttiere du chapeau mexicain tout en brisant spontanement la symetrie electrofaible. Une 
realisation explicite et une description exacte de ce phenomene serait tres precieuse. En parti- 
culier, la condensation est-elle accompagnee d'une phase d' inflation ou de production de par- 
ticules, dont les effets pourraient se reveler mesurables ? Or en theorie des cordes, la conden- 
sation de tachyon temporelle sur une brane instable induit 1' evaporation progressive de cette 
derniere sous la forme de cordes fermees massives - par exemple identifiables au flux d'energie 
necessaire au (p)reheating dans les scenarios d' inflation - et l'eventuelle creation de branes 
inferieures - par exemple des cordes cosmiques. 

Deux approches complementaires sont generalement utilisees pour decrire la condensation 
du tachyon : 

• La premiere est historiquement l'approche de CFT qui consiste a inclure un fond tachyo- 
nique, soit dynamique soit statique, et a etudier les dependances de ces observables en 
fonction de ce fond. Celle-ci a ete d'une grande efficacite pour mettre en valeur la na- 
ture des solitons et des residus de condensation. Malheureusement nous n'avons dans ce 
contexte aucune recette pour construire l'ensemble des CFTs. 

• La deuxieme est l'approche de theorie des champs effective. Dans ce cadre, les CFT 
constituent des solutions aux equations du mouvement, derivees d'une certaine action 
effective. Done cette demarche est censee permettre de deceler l'ensemble des CFTs, en 
particulier ici toutes celles decrivant des condensations de tachyon. Le plus gros succes de 
cette approche est l'obtention du potentiel symetrique et universel du tachyon en theorie 
des supercordes, qui revele la presence de plusieurs minimums globaux - d'ou les soli- 
tons. 

En outre au moins trois methodes de theorie des champs peuvent etre distinguees : 

• Les theories effectives du modele sigma qui etudient le groupe de renormalisation et font 
correspondre aux equations de flot des equations du mouvement ; 

• Les theories des champs de cordes cubiques (SFT) qui utilisent une troncation coherente 
du spectre de corde pour determiner une action de basse energie mais qui ne fournissent 
en general pas de formulation exacte ; 

• La theorie des champs de cordes ouvertes (OSFT ou BSFT) qui utilise le formalisme de 
Belavin-Vilenkin (BV) pour exprimer une action decrivant l'espace des theories et dans 
laquelle les CFT ont un statut evidemment special. 

La methode du modele sigma et celle de OSFT ont naturellement une relation tres intriquee, 
car elles sont toutes deux reliees au groupe de renormalisation de la theorie de surface. Dans 
ces differents contextes, plusieurs actions pour le tachyon de cordes ouvertes, eventuellement 
couplees aux autres champs non-massifs, ont ete obtenues en theorie bosonique comme en 
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theorie de supercordes. En general, elles different significativement les unes des autres, mais il 
faut bien mesurer qu' elles ne decrivent pas exactement la meme chose. Le lecteur pourra lire 
par exemple cet article de Garousi ll45l ou une comparaison est faite. Ainsi Taction d'OSFT est 
tres off-shell, tandis que Taction du modele sigma est perturbativement off-shell, autour d'une 
solution particuliere - voir par exemple la discussion dans T article de Kutasov et Niarchos iPTTTl . 

A present, discutons brievement du systeme brane-antibrane separe et parallele. Ce systeme 
est tres interessant pour au moins deux raisons. Premierement, c'est le modele a succes de 
physique branaire dynamique mettant en jeu divers champs non-massifs, eventuellement dy- 
namiques - par exemple la distance de separation - et des tachyons de cordes ouvertes. En 
outre, c'est un systeme non BPS, c'est-a-dire qui brise spontanement la supersymetrie, qui a 
le bon gout de s'annihiler lorsque les deux branes sont co'incidentes. II s'agit done d'un candi- 
dat ideal pour chercher des modeles d'inflation realistes - par exemple les modeles KKLT [|66l 
ou encore ce modele d' Alexander de creation de vortex [T). Ce sont terminologiquement des 
modeles d'inflation branaire. Deuxiemement, en dehors de la coincidence, quand la separation 
est de Tordre de la distance de corde, la description de ce systeme est un peu approximative et 
tres heuristique. C'est pourtant a cet ordre qu'apparaissent les tachyons et done, des cet instant, 
qu'il faut etudier la dynamique de leur condensation. Or le processus de condensation du ta- 
chyon a separation non nulle est encore meconnue. D'ailleurs, existe-t-il bien un vide stable ou 
le tachyon pourrait condenser ? 

Le systeme brane-antibrane separe se decrit en trois phases : 

• La premiere, a grande distance, est dominee dans sa dynamique par le potentiel cou- 
lombien attractif induit par T amplitude a une boucle des cordes ouvertes entre les deux 
branes. Cependant, lorsque la distance est de Tordre de Techelle des cordes, Tamplitude 
de cordes ouvertes a Tordre des arbres gagne en intensite. Or le fondamental du spectre 
des cordes ouvertes interbranaire admet une masse proportionnelle a la distance. Tant 
que la separation excede la valeur critique r c = ir\/2a' cette particule est massive done 
stable^ Elle induit a Tordre d'une boucle un potentiel effectif pour le champ de distance, 
mais techniquement deja inclus dans Tamplitude, a une boucle precedente. 

• La deuxieme phase concerne la valeur precise de separation r c . Dans cette phase le fon- 
damental interbranaire est non-massif. Tous les champs fondamentaux de Tensemble des 
secteurs de cordes ouvertes hebergees sur les branes sont alors non-massifs. II s'agit, 
comme nous le verrons, d'un point critique dans la CFT. 

• La troisieme phase est la plus interessante, car le fondamental interbranaire devient ta- 
chyonique. A Tordre des arbres il est done amene a condenser. Or Tordre a une boucle 
n'est ici plus pertinent pour la raison suivante : le potentiel est instable done on ne peut 
plus parler de correction quantique a une boucle. En effet, cela n'a de sens que si Ton 

1. Dans la premiere phase, proche de la distance critique, le tachyon peut deja condenser localement par effet 
tunnel - nucleation et formation de bulle HI 611 . Cependant, la constante de temps pour ce genre de phenomene est 
tres grande par rapport au temps qu'il faut au systeme pour etre attire a l'interieur de la phase tachyonique ; ce 
n'est done pas un phenomene dominant. 
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Deuxieme partie. Section 1.1 



peut parler de calcul perturbatif et ce n'est plus le cas iciq Notons en outre, qu'a l'ordre 
des arbres, le champ de distance est un module, done, au moins a tachyon nul, il n'a pas 
de potentiel. 

Au sein de la phase tachyonique, nous avons deux approches possibles pour decrire la 
condensation et le devenir du systeme : la CFT ou les theories effectives. En CFT, nous avons 
acces a au moins un type de solution, le tachyon roulant, mais dont les calculs sont forts com- 
plexes et pour l'instant pas entierement resolus. II est possible qu'il existe aussi une solution de 
vortex mais nous ne la connaissons pas. En theorie effective cependant, il existe une action a 
l'ordre des arbres proposee par Garousi. Neanmoins, nous montrerons qu'elle n'est pas satis- 
faisante pour etudier la condensation temporelle du tachyon. 



1.1 Actions effectives Tachyon-DBI et domaine de validite 

L' action de Garousi sur le systeme brane-antibrane est obtenue a partir de Taction de Sen de 
la brane non BPS de dimension maximale en type IIA. Nous presenterons done en premier lieu 



cette action, puis dans la section 1.1.2 nous verrons comment la relier a Taction de Garousi. 



1.1.1 Action de Sen abelienne TDBI 

L' action trouvee [ 1 1011 par Sen repond a un certain nombre de criteres imposes par la theorie 
de supercordes - en bref, supersymetrie et forme DBI. Elle a ete reformulee ensuite par Ga- 
rousi ll44ll qui en a teste Texpression finale en comparant les elements de matrice-S calcules 
autour du vide perturbatif de la theorie des cordes, a ceux calcules perturbativement a partir de 
Taction effective. Cette derniere est explicitement : 



S sen = -T 9 J d 1( V V(T) V- det (G ab + B ab + 2ixa'F ab + d a T8 b T) (1.1.1) 

Discutons un moment du domaine de validite de cette action. D'apres Sen H110H son do- 
maine de validite est T ^> 1 et \d{TdjT\ 3> 1 avec (i, j) des indices spatiaux. II suppose aussi 
que toute derivee d'ordre superieure ou egale a 2 est negligeable. La raison pour ces contraintes 
est que cette expression est validee telle que ses equations du mouvement admettent des solu- 
tions de ressaut (kink) et que les fluctuations des champs autour de ces solutions sont decrites 
par une action de type DBI. De cette maniere on est en mesure d' identifier les solitons a des 
branes de dimension inferieure. 

En outre, nous disions que Garousi avait teste cette action en comparant des elements de 
matrice-S autour du vide T = 0. L'universalite de cette approche est discutable. En effet, un 
tachyon dans ce vide est au sommet de son potentiel, si bien que toute perturbation doit croitre 
jusqu'a rapidement devenir non-perturbative ; en Toccurrence le roulement est inevitable. Nean- 
moins, il reste possible d'obtenir des perturbations qui ne grossissent pas - e'est-a-dire d'energie 

2. Pour cette raison aussi, l'amplitude a une boucle des cordes ouvertes cesse d'etre un calcul physiquement 
pertinent. Et d'ailleurs, il diverge a cause du tachyon 
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reelle - en tronquant l'impulsion en dessous k 2 = \m 2 \ avec m 2 la masse carree (negative) 
du tachyon. Le long de ces perturbations, l'approche de Garousi est sans doute valable. Ces 
perturbations sont de genre espace et sont done connectees non-perturbativement aux solutions 
de ressaut. Par consequent, nous en deduisons que Taction de Sen-Garousi est au moins valide 
le long des tachyons de genre espace et autour de telles solutions. 

En revanche, on ne peut pas en dire autant pour les solutions roulantes - d'energie ima- 
ginaire - si bien qu'il reste possible que cette action ne soit pas valide le long de celles-ci. En 
effet, la continuation des elements de matrice-S des energies reelles aux energies imaginaires est 
ambigue : faut-il toujours imposer la conservation de l'energie ? Cette question est evidemment 
reliee a la condition perturbative des elements de matrice-S, condition qui est rapidement violee 
le long d'un tachyon roulant. 

Nous pouvons cependant rapporter le travail de Kutasov et Niarchos [77J dans cette direc- 
tion. En effet, ils identifient dans la limite perturbative x° — > — oo les fonctions de correlations 
de tachyons 

{ T i T t--- T ^--) T+ c 1 - 1 - 2 ) 

pour ki,f)j ~ avec = e ± ik - x ±Vi-k 2 x° j e f on( j rp+ e x°/V2 es j. exac tement mar- 
ginal, aux elements de matrice-S correspondants, calcules dans la theorie des champs. Dans 
chaque cas ceux-ci doivent s'annuler. Dans le premier, par marginalite exacte des operateurs 
de vertex, et dans le deuxieme, parce que les champs correspondants sont les solutions exactes 
des equations classiques du mouvement. Cela implique et justifie que Taction effective a re- 
chercher le long de la solution T + e x °^ dans la limite x° —> — oo doit admettre T^e^l^ 2 + 
rp- e -x°/vz comme solution, et s'identifie, on-shell, a la fonction de partition sur le disque 
S on = Z[ip°e x °^}. L' action effective tachyonique qu'ils obtiennent est la suivante : 

S T = T P J d p+1 aV{T) y/1 + d^Td^T (1.1.3) 

en supposant encore que les derivees secondes et superieures sont negligeables. Cette action 
est au moins valable autour de tachyons quasi-homogenes. Ajoutons qu'elle est en outre valable 
tout le long de la solution T + e x °^ e'est-a-dire non-perturbativement. 

A propos de cette action, le point suivant est important et eclaire sur les conditions de validite 
des actions effectives : Kutasov et Niarchos etudient Taction le long d'une solution de tachyon 
roulant T oc e x °^ mais pas le long d'une solution generale T oc T + e x ° ^ + T~ e~ x ° ^ et cela 
pour une raison bien precise : alors que la premiere solution interpole entre le vide perturbatif 
instable et a priori le vide stable de cordes fermees, la solution generale interpole quant a elle 
entre deux vides stables de cordes fermees. Ainsi, le long de cette derniere il n'existe pas d'etat 
asymptotique de corde ouverte. Par consequent, des elements de matrice-S d' interaction de 
champs de cordes ouvertes n'ont aucun sens. Or, puisque Taction est obtenue en comparant 
les elements de matrice-S de la theorie des cordes autour d'une CFT a ceux d'une theorie des 
champs autour d'une solution une action sur des champs perturbatif s de cordes ouvertes le long 
de cette solution n'a aucun sens non plus. 
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L' action obtenue autour de T oc e 



,x°/V2 



n'est done au moins valide qu' autour de cette so- 



lution et non universellement. D'ailleurs, elle est effectivement montree invalide autour de la 
solution generale. 

En appliquant ce raisonnement a Taction de Sen, puis a celles obtenues par Garousi ci- 
dessous, il faut done bien comprendre qu'elles ne sont pas necessairement universelles et comme 
nous le disions, sont probablement surtout valables autour de fonds independants du temps. 

1.1.2 Action de Garousi non abelienne TDBI 

Dans le but d'etendre cette construction a des systemes de branes non BPS plus complexes 
- mais aussi ultimement a des systemes de branes et d'antibrane - Garousi 11441 |46l 1471 propose 
simplement de non-abelianiser cette action, en transformant les champs en matrice d'un groupe 
de jauge de type U (N) et les derivees en derivees covariantes sur ce meme groupe de jauge. 
II propose aussi d'introduire une trace symetrique sur le groupe de jauge STr dont il montre 
qu'elle se demarque sensiblement de la trace simple, pour reproduire les elements de matrice-S, 
calcules en theorie des cordes. Cette trace consiste a symetriser son argument dans le groupe de 
jauge avant d'etre appliquee. Pour deux branes non-BPS de dimension maximale en type IIA, 
nous aurions done : 



avec tous les champs developpes en secteurs le long du groupe U (2) done sur des matrices - 
de Pauli a 0,1 ' 2,3 avec a = id en l'occurrence, voir figure ( |l.l[ ) - et nous avons inclus la derivee 
covariante ainsi que le tenseur de Maxwell non abelien : 



S 




d 10 a STr V(T) ^/det (G ab + B ab + 2na>F ah + D a TD b T) 



(1.1.4) 



Fab = d a A b - 3 b A a - i[A a , A b ) 
D a T = d a T-t[A ai T] 



(1.1.5) 



Les actions des branes de dimensions 




Bl 



B2 



(22) 



inferieures sont obtenues par T-dualite le 
long des dimensions que Ton a decide d'ex- 
traire du volume des branes. La construc- 
tion est similaire a celle donnee par Myers 
dans 11881 . Lexactitude de cette methode 
est discutable, en particulier en mettant 
en balance les contributions des fermions. 
Puisque Taction de Sen est au moins va- 
lide pour des tachyons de genre espace, 
cette contrainte doit s'appliquer egalement 



FIGURE 1.1 - Les secteurs (11) et (22) s'organisent 
en facteurs de CP <r° et a 3 tandis que les secteurs inter- 
branaires (12) et (21) s'organisent en a 1 et a 2 . 



1C1. 



L expression generale de Taction obtenue 
par T-dualite pour le systeme de plusieurs 
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branes non-BPS localisees spatialement est compliquee et n'illuminera pas la discussion. On 
pourra la retrouver ici ll46l . Une action a l'ordre des arbres pour des branes tres ecartees les 
unes des autres, typiquement pour i 3> a' n'a plus de sens a cause de la contribution du dia- 
gramme a une boucle dans le potentiel du champ de distance ; done son domaine d' application 
concerne les courtes distances en plus des tachyons de genre espace. 

L' action du systeme brane-antibrane est ensuite obtenue [46J par application d'une projec- 
tion sur les facteurs de Chan-Paton a 1 et a 2 . En effet, le tachyon dans le systeme de deux branes 
non-BPS existe dans les 4 secteurs U(2) ce qui n'est pas le cas du tachyon dans le systeme 
brane-antibrane ou il n'existe que dans les secteurs a 1 ' 2 . Or les operateurs de vertex correspon- 
dant a ces tachyons etant identiques dans les deux systemes, on peut effectivement s'attendre a 
ce que la physique soit rigoureusement identique a ce niveau, done aussi Taction effective pour 
ces champs. Ce qui justifie une simple projection. Dans le meme temps, a cause du mecanisme 
de higgs U(2) — >■ U(l) x £7(1) provoque par la separation spatiale, seuls les secteurs cr 0,3 
des champs de jauge et des scalaires transverses sont non-massifs. Ainsi, en annulant les sec- 
teurs non pertinents dans Taction non-abelienne de deux branes non-BPS nous devrions obtenir 
Taction non-abelienne d'une brane et d'une anti-brane (separees). L' action obtenue est de la 
forme [@6]| : 



S DD = -j d p+ V (V (1) (|r| , £) e -^ xW W- det A« + V (2) (|r| , W~ det A( 2 )) 

(1.1.6) 

avec t = X^ 1 — X^ 1 . Cette quantite a le sens de distance si la metrique est constante. 
Le champ r est le tachyon complexe du systeme D — D. L'indice (a) refere a chaque brane. 
Etonnamment, les deux actions sont separees et non regroupees en une seule. Le potentiel est 
explicitement : 



vW(|TU) = y^ 

cosh ^ 
I I 2 

det QH = l + /L f ^ (I W) (1.1.7) 

avec gij la metrique transverse aux branes. Supposons maintenant que i ~ yfal ' . Alors 
dans Tensemble de Tespace transverse qui separe les branes, le fond - metrique et dilaton par 
exemple - peut etre suppose constant dans les directions transverses et ne plus dependre que 
des coordonnees longitudinales avec a = ... p. 

La matrice A^ Q ) a une expression compliquee, que Ton retrouvera dans Il46l mais donnons 
cependant son expression dans un fond trivial g^ v = i]^ u , B^ v = et $ = : 



A ab -Vab + OaXt C) b X j 7] +2nal< ab +« — (1.1.8) 

L'action se simplifie significativement le long de champs homogenes, e'est-a-dire ne dependant 
que du temps. C'est une situation a regarder attentivement, car plus aisee a etudier et directement 
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reliee a la condensation homogene du tachyon du roulant qui nous interesse specifiquement. No- 
tons que cette situation est exactement celle d'un systeme DO — DO en type IIA. Si en outre 
les champs de jauge sont supposes geles et que les branes sont exactement paralleles alors nous 
aurons simplement : 



1 f 02 \ 

1 -rTtf£U +Q ' w (LL9) 

Cette action sera la base de l'etude qui va suivre. Nous allons montrer qu'il n'existe pas 
de solution de tachyon roulant a distance constante et nous etudierons la resolution numerique 
de ses equations du mouvement. Avant cela etudions rapidement son developpement a l'ordre 
quadratique : 



S 



DD 



-2 1 d»+W(|T|,<) 



A cet ordre Taction est done trivialement celle d'un champ t non massif et d'un champ 
complexe r de masse a'm 2 = £ 2 /4:Tc 2 a' — 1/2 ce qui etait attendu d'apres l'etude du spectre 
perturbatif des cordes ouvertes autour du vide tachyonique T = 0. La valeur de distance critique 
sera note par la suite i c = ix\j2o>' et est telle que le tachyon est non-massif. 



1.2 Resolution numerique et resolution exacte 



Nous verrons dans cette section comment il est possible de resoudre numeriquement Taction 



de Garousi. Dans la section 1.2.1 nous montrerons qu'elle decrit un systeme tres chaotique 
ne rentrant pas significativement dans une phase de condensation. Dans la section |1.2.2| nous 



decrirons la solution exacte de condensation, nommee tachyon roulant et qui constitue le sujet 
de cette these. Cette solution ne s'inscrit pas dans la theorie des champs proposee par Garousi. 



Nous finirons dans la section 1 .4 par decrire le plan de these et son objectif . 



1 .2. 1 Equations du mouvement de Faction de Garousi et resolution numerique 



Nous pouvons reecrire Taction (1.1.9) en reinjectant le terme potentiel a Tinterieur de la 



racine sous une forme plus condensee. Nous utiliserons a' = 1 : 



1 / \r\ 2 f 2 f 2 

C -'= ^fV 1 + ^-T- |T| (m) 

II est plus commode de passer dans le formalisme hamiltonien pour deriver les equations du 
mouvement et les resoudre numeriquement. Nous notons V(T) = 1/ coshT/y^ le potentiel 
tachyonique et E Tenergie que nous definirons plus bas. On voit facilement dans le lagrangien 
ci-dessus que la phase du tachyon complexe n'a pas de potentiel puisque ce dernier ne depend 
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que du module. Par consequent nous pouvons regarder des solutions a phase fixee^]; ce que 
nous ferons en notant |r| = T. Les equations de Hamilton sont : 



T 



n T / t 



2(j2 



E V 4vr 2 



4-^(1 + 



2 02 



E \ An 2 t 

• T£ 2 E T , 2 tanh ^ ( T 2 e 
n T = - — + V 2 — — p- 1 + 



4tt 2 1 + ™ Ey/2 V 4vr 



T 2 £ E 

^ = -T~2^^ (L2 - 2) 
4vr 2 1 + 



avec l'energie 



T 2 £ 2 

E = JU 2 T + AU 2 + V 2 \/l + — (1.2.3) 



Tant que nous ne couplons pas le systeme a la gravite, l'energie est conservee done nous 
aurons E constant. Nous voyons tres facilement qu'en imposant £ = nous devons avoir IL; = 
0. Or d'apres la derniere ligne cela implique immediatement E = (ou I = mais ce dernier 
cas n'est pas interessant) si on suppose que nous avons bien un tachyon roulant, e'est-a-dire non 
nul. Du coup §a n'est pas possible car il faut E ^ 0. 

On en deduit qu'il n'existe pas de solution de tachyon roulant a distance constante dans 



Taction de Garousi. Nous montrons cependant dans la section 6.1 que cette solution existe pour 
tout £ < £ c ce qui s'oppose done a l'expression de cette action et souleve un probleme impor- 
tant, a mettre en balance avec 1' argumentation precedente sur le domaine de validite de Taction 
de Garousi. 

La resolution numerique n'est pas triviale pour ce systeme car il est fortement couple et 
non-lineaire. Nous avons neanmoins teste avec Mathematica de nombreuses configurations 
initiales, en particulier autour de T ~ et T ~ avec £ = et i ~ £ c . Le resultat generique 
de ces resolutions est qu'a energie conservee]^] le systeme initie une condensation puis souvent 



decondense jusqu'a devenir tres instable, comme on peut le voir sur la figure ( |1.2[ ) ; plusieurs de 
ces phases peuvent se produire d'affilee. Lors de la condensation, les branes oscillent autour de 
£ = mais les oscillations ne sont pas sensiblement amorties au cours du temps^jet le systeme 
ne semble done pas atteindre un equilibre stable. 

II parait clair que les echanges energetiques entre le tachyon et le champ de distance ne font 
pas dans un sens plus que dans T autre si bien que le systeme ne stabilise pas dans une solu- 
tion de tachyon roulant a separation nulle mais oscille bien d'une phase de condensation a une 



3. Laisser fa phase libre peut etre interessant pour etudier la formation de vortex, mais dans notre cas nous 
cherchons simplement a etudier la condensation en module. 

4. En couplant a la gravite on s'attend a ce que resultat change puisqu'alors l'energie n'est pas conservee et on 
doit au contraire obtenir qu'un flux d' energie est extrait du systeme sous forme de graviton, suivant la discussion 
de Lambert et al. Il78l . C'est d'ailleurs bien ce qu'on observe en rajoutant ce degre de liberte dans les resolutions 
numeriques mais nous n'en discuterons pas ici. 

5. En ajoutant la gravite, la friction amortie significativement ces oscillations et le systeme semble tout a fait 
tendre vers une situation d' equilibre a distance nulle. 
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FIGURE 1.2— Resolution numerique typique des equations hamiltoniennes avec des conditions initiales T(0) = 
0.1, £(0) — £ c /2, Ht = et 11^(0) = 0. Done pour des valeurs initiales faibles du tachyon et de sa derivee T(0) = 
0. A gauche revolution temporelle du champ de distance et a droite celle du tachyon. Nous notons clairement 
une phase de condensation avec la distance tendant vers I = mais oscillant avec une amplification progressive 
amenant finalement a une instabilite du systeme. Par la suite la distance explose et le tachyon decondense, comme 



dans la figure ( 1.3 1 




FIGURE 1.3— Resolution numerique typique des equations hamiltoniennes avec des conditions initiales T(0) = 
200, £(0) = 4/2, n T (0) = 1 et lL;(0) = 0. Done pour des valeurs grandes du tachyon et de sa derivee T(0) — 
£(0)T(0) /2ir 3> 1. A gauche revolution temporelle du champ de distance et a droite celle du tachyon. Nous notons 
clairement une phase de condensation puis de decondensation. La distance depasse nettement sa valeur critique, 
done assez vite le systeme est en dehors du champ de validite de Taction. 



phase de decondensation. II ne parait pas evident qu'il puisse exister des conditions initiales 
qui ameliorent ce comportement. On peut par exemple tester a des valeurs de distance initiale 
plus faibles ou a des valeurs de T ^> 1, mais cela ne donne pas de comportement plus controle, 



comme on peut le voir sur la figure ( 1.3 ). 



Le fait que la resolution numerique ne propose pas de mode de condensation clair en espace 
plat alors qu'il s'agit d'un comportement attendu et fortement souhaite nous a pousse a etudier 
le systeme d'une facon plus analytique. Bien que nous y perdions l'aspect off-shell, nous avons 
opte pour mener 1' etude dans le cadre des theories conformes sur la surface de corde, ou la 
condensation de tachyon est generalement bien decrite par exemple dans le cas brane-antibrane 
coi'neidente ou celui de la brane non BPS. En outre, il y a le fameux exemple de Kutasov 
et Niarchos demontrant qu'on peut quand meme - au moins dans certains cas particuliers - 
determiner une action effective off-shell a partir de resultats on-shell, avec l'avantage de se 
placer directement dans un fond condensant. 
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1.2.2 Etude de la theorie conforme de bord 

Dans le systeme brane-antibrane separe, Bagchi et Sen |71 montraient que le tachyon rou- 
lant a distance constante etait une CFT done une solution des equations du mouvement, mais 
uniquement pour £ < £ c j a/2. Le modele sigma du tachyon roulant entre une brane et une an- 
tibrane paralleles et separees d'une distance r le long d'une direction que nous nommerons X 
consiste en une deformation de Taction de surface - sur le disque ou le demi plan complexe - 
par un terme insere sur le bord selon S = S^uik + 5S avec : 



6S = ( o o ) ® i A+ ^^ rx+wx0 + ( J o ) ® i A ~ ^ e ~ ir5c+ux ° ( L2A ^ 

avec ip^ = ±irip + ui-ip et A ± e C. Le champ X est le T-dual Neumann de X la direction 
Dirichlet transverse. II s'agit d'une CFT c = 2 par decouplage - dans les OPE - des autres 
champs fondamentaux X a,% longitudinaux (a) et transverses (z). Au premier ordre la fonction 
beta des tachyons est : 



0± = {\ ~ r 2 - w a )A ± (1.2.5) 

qui impose done = to 2 + r 2 = 1. En etudiant les OPE a N-points des tachyons, on 
trouve [|7) qu'au-dela d'une certaine valeur de distance (£ > £ c /\/2) des operateurs margi- 
naux, e'est-a-dire de dimension A = 1 peuvent etre produits. C'est ce qu'on appelle des 
resonances. Les coefficients typiquement associes aux resonances divergent logarithmiquement 
dans l'echelle ultra-violette et brisent l'invariance conforme de la theorie. Ce point est assez 
genant puisqu'il implique que le tachyon roulant serait non-marginal^ dans le domaine de dis- 
tance t c j y/2 < £ < £ c et marginal pour £ < £ c j y/2. 

Toutefois, il nous a paru peu probable que le tachyon roulant ne fut pas une CFT dans 
l'integralite du domaine sous-critique puisque rien ne semble pouvoir expliquer physiquement 
un tel comportement du systeme. Physiquement la seule distance critique est £ c . Dans le systeme 
bosonique analogue, comme nous le verrons, ces memes resonances apparaissent, sauf que dans 
ce contexte, elles sont physiquement identifiables a un couplage du tachyon interbranaire a 1,2 
aux tachyons des secteurs a ' 3 . Evidemment dans le systeme brane-antibrane ces derniers sont 
rigoureusement absents par projection GSO. 



En suivant la methode de Gaberdiel et al. [|43l que nous presentons dans la section 3.2 



nous 



avons montre ll62l que le tachyon roulant a distance constante etait bien une CFT dans toute 
la phase tachyonique. Compte-tenu de ce que nous disions, il s'agissait done de prouver que le 
tachyon roulant etait exactement marginal et qu'en l'occurrence il ne produisait finalement pas 
de divergences logarithmiques dans la fonction de partition sur le disque. 

Nous avons calcule les expressions exactes des OPE a l'ordre 2 et 4 dans le tachyon pour des 
valeurs de distance superieures a £ c j y/2. Puis nous avons extrait analytiquement 1' ensemble des 



6. La marginalite implique en general que la theorie est conforme, mais pas toujours - voir section 



3.2 
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divergences produites par integration en appliquant une regularisation dite de point-splitting^ 
Nous avons finalement pu constater que toutes les divergences logarithmiques s'annulaient en- 
semble comme attendu. Ce "miracle" est en outre clairement identifie comme une consequence 
de la supersymetrie de surface. Pour cette raison et parce qu'il est trop ardu de calculer les 
OPE des tachyons aux ordres superieurs^ nous en avons deduit que le tachyon roulant etait 
exactement marginal sur 1' ensemble du domaine tachyonique. 

1.3 Fonction de partition, groupe de renormalisation et ac- 
tion effective quadratique 

La preuve de la marginalite exacte du tachyon roulant, nous a permis de prolonger ana- 
lytiquement le calcul de la fonction de partition a toute distance i < i c . Malheureusement, 
nous n' avons pas pu calculer la fonction de partition analytiquement a tout ordre superieur a 
2. La raison etant que 1' integrate est multiple, ordonnee et engage un integrande compose de 
nombreuses fonctions sinusoidales ou les variables d' integrations sont fortement couplees, res- 
semblant fortement a celle d'un gaz de coulomb sur un cercle 11641 . mais suffisamment different 
pour etre incalculable, meme numeriquement avec Mathematica. 

Cependant, nous avons pu calculer exactement 1' ordre quadratique mais aussi les 5 premiers 
ordres a la distance t c j \/2 et ce en developpant une methode diagrammatique de reduction des 
integrates en super-espace. En exprimant la theorie du tachyon roulant directement en super- 
espace, nous faisons apparaitre un terme de contact. Un traitement convenable de ce terme nous 
a montre qu'il jouait le role de contreterme - un peu comme dans ll55l - pour supprimer la 
plupart des divergences de puissance dans les amplitudes^] En outre, ce terme de contact as- 
sure la continuite de la fonction de partition, et probablement des amplitudes en general, au 
moins en £ c / \/2 car en cette distance il n'est pas divergent mais fini. L'interet de la methode 
diagrammatique etait justement de traiter convenablement et avec facilite les contributions de 
ce terme de contact, directement en super-espace. La premiere motivation de ce calcul etait de 
reconnaitre dans les premiers termes du developpement d'une fonction connue et dont nous 
pourrions determiner une expression analytique continuable sur les autres valeurs de distance. 
Malheureusement, nous verrons qu'aucune fonction particuliere ne peut etre devinee a partir de 
cette expression. 

Toutefois, a l'aide du calcul a l'ordre quadratique et de la methode de Kutasov et Niarchos, 
nous avons pu determiner une expression exacte de Taction effective quadratique. En suivant 
leur raisonnement, cette action s'avere au moins valide le long du tachyon roulant : 



7. Elle consiste a tronquer la limite UV de toutes les fonctions de Green. 

8. Mais nous avons pu verifier numeriquement a l'ordre 6 

9. Nous avons cependant constate qu'il n'etait pas suffisant pour supprimer toutes les divergences de puissance 
et nous en avons deduit qu'il fallait ajouter des termes de contact d'ordre superieur. 




d a Td a T 



'* - -Vl - 2r 2 \T\ 2 + . . . (1.3.1) 
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En outre, par 1' etude du modele sigma des champs de tachyon et de distance le long de la 
theorie conforme du tachyon roulant a distance constante, nous avons pu exprimer des fonc- 
tions beta universelles a l'ordre quadratique dans les champs, c'est-a-dire independantes du 
schema de renormalisation. Nous les avons ainsi identifie, conformement a la discussion de la 
section 3.2 aux equations de mouvement quadratique de ces champs. 

Par comparaison avec celles derivees de Taction ( |1.3.1| ) nous avons obtenu un bon accord, 
a une redefinition des champs et des fonctions beta pres. Ceci indique au moins a cet ordre que 



Taction (1.3.1 ) est compatible avec la physique interne des cordes interbranaires du systeme 
brane-antibrane. Le calcul des ordres superieurs est evidemment souhaite, mais il faudra pour 
cela developper de nouvelles methodes, car toutes celles a disposition semblent inadequates. 

Nous verrons cependant en conclusion qu'il existe un modele integrable correspondant au 
modele de tachyon interbranaire constant. II s'agit du modele Kondo [32, 80J qui est en fait for- 
tement relie au modele de sine-Gordon de bord. Nous serons egalement en mesure de conjee - 
turer la nature du vide de condensation du tachyon interbranaire a distance constante. Nous 
identifions ce vide a de la matiere branaire remplissant Tespace delimite par la brane et Tanti- 
brane. 



1.4 Plan de these 

Dans cette partie introductive, la theorie des cordes et les connexions aux theories conformes 
seront presentees ainsi que les differents outils et concepts utilises dans cette these. Les ob- 
jets - cordes fermees, ouvertes, branes - de la theories de cordes et des supercordes seront 
presentes dans le chapitre [2] ainsi que les theories conformes et superconformes puis les theories 
conformes de bord (BCFT). Ces dernieres seront reliees a la definition des etats de bords, ce 
qui permettra d'introduire les branes et anti-branes, ainsi que les systemes composes a partir 
de ces objets, particulierement le systeme brane-antibrane. Le concept d' actions effectives du 
modele sigma sera discute dans le chapitre [3} et les calculs du groupe de renormalisation abon- 
damment utilises au cours de cette these y seront egalement abordes. Enfin, dans le chapitre |4j 
le probleme de la condensation de tachyon en theorie des cordes sera presente en detail et des 
exemples concrets de resolution seront proposes. 



Les calculs concernant les objectifs de la these seront developpes dans la partie III ; et 
le modele bosonique compose de 2 branes paralleles et separees analyse dans le chapitre |5j 
L etude sera axee sur le probleme de la marginalite exacte du tachyon roulant interbranaire. 
Nous presenterons en dernier lieu Tanalyse off-shell du modele sigma developpe autour de la 
solution de tachyon roulant. En particulier, nous discuterons de la relation des fonctions beta du 
groupe de renormalisation aux equations du mouvement des theories des champs effectives. 

Dans le chapitre [6j le systeme compose d'une brane et d'une antibrane paralleles et separees 
sera analyse. Nous commencerons par montrer la marginalite exacte du tachyon roulant inter- 
branaire a distance constante qui est le resultat principal de cette these. Puis, comme dans le 
cas bosonique, le groupe de renormalisation du modele sigma off-shell autour de la solution 
roulante sera etudie. La fonction de partition en r = r c / v^2 sera calculee et exprimee pour tout 
r. Enfin, Taction effective quadratique sera determinee par la methode de Kutasov et Niarchos, 
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puis comparee aux equations de mouvement obtenues dans le cadre du groupe de renorma- 
lisation, puis aux actions effectives obtenues dans le passe par Sen dans le cas coincident et 
proposees en dehors de la coincidence par Garousi. 



Pour conclure la these ( IV ), les resultats seront rassembles puis nous elargirons le champ de 
vision aux perspectives de continuation de ce travail de these. En particulier, nous discuterons 
de la possible identification du vide de condensation a priori atteint asymptotiquement par le 
tachyon roulant, en etudiant un tachyon interbranaire constant dans un espace compact et en 
utilisant une T-dualite. Nous discuterons egalement de la relation du modele sigma du tachyon 
interbranaire constant et a distance constante avec le modele Kondo et nous verrons en quoi cela 
peut mener a des resultat interessants. 



En Annexe, 1' article Rolling tachyon for separated brane-antibrane systems publie dans 
Physical Review D a ete ajoute. 



Chapitre 2 



Generalites : Theorie des cordes et 
theories des champs conformes de surface 



Dans ce chapitre, nous allons introduire en detail la theorie des cordes fermees bosoniques 
puis celle des supercordes et enfin nous presenterons les concepts lies aux theories de cordes 



ouvertes. Nous commencerons par discuter dans la section 2.1 des transformations conformes 



et de leur relation a la theorie des cordes critique. Puis dans la section Z2]nous presenterons 



la theorie bosonique par la definition de Taction et de 1' amplitude Polyakov. On introduira 



les concepts d'operateurs de vertex, d'OPE et d'etats. Dans la section 2.3 nous introduirons 
les theories de supercordes en commencant par presenter Taction de surface de corde super- 
symetrique. Nous discuterons des symetries, des operateurs de vertex, des etats et du super- 



espace. Dans la section 2.4 nous aborderons la question des surfaces avec bord et des cordes 
ouvertes. Nous parlerons des conditions de bord et leur relation aux branes et au concept d'etat 
de bord. Nous finirons par presenter les branes BPS en supercordes et les systemes non BPS, 
tels que brane-antibrane et brane non BPS. 



2.1 Transformations conformes et theorie des cordes critique 

Dans le cadre de la theorie des cordes, ces transformations et la theorie conforme qui y 
est associee seront maintenant introduites. Les cordes se propagent dans Tespace-temps en 
decrivant des surfaces. Si elles sont fermees, elles decrivent des surfaces tubulaires et si elles 
sont ouvertes, des nappes avec bords. Les interactions entre cordes sont obtenues en collant 



ces tubes ou ces nappes ensemble sous des formes typiques presentees dans la figure (2.1 ). Les 
cordes decrivent done en interagissant des varietes riemanniennes a 2 dimensions, e'est-a-dire 
des surfaces lisses avec des bords, des poignees ou d'autres formes plus alambiquees telles que 
le ruban de Moebius ou la bouteille de Klein - voir ||89ll pour des definitions precises. 

Ces surfaces sont plongees dans un espace-cible, en T occurrence un espace-temps a d + 
1 dimensions^] La surface est localement, e'est-a-dire sur chaque carte constituant Tatlas de 
la variete, decrite par un jeu de coordonnees (x, y) E M 2 . Cette variete a 2 dimension est 
nominee S. Elle est munie d'une metrique intrinseque, eventuellement definie globalement, 
exprimee dans ce jeu de coordonnees. Les notations suivantes sont utilisees pour la suite : X^, 



1. Cette valeur est pour F instant arbitraire. 
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les coordonnees de l'espace-cible avec /i — . . . d, et M l'espace-cible dans lequel la surface 
est inseree. Du point de vue de l'espace-temps, X M est un vecteur. Mais, du point de vue de 
la surface chaque coordonnee est equivalente a une fonction sur les coordonnees (x, y) d'une 
carte, nominee fonction d'insertion et notee <fi. 



(a) Nappe de corde ouverte. (b) Surface tubulaire de corde fermee. 

FIGURE 2.1 — Surfaces typiques decrites par des cordes en interaction. Elles representant ici des diagrammes a 
Fordre des arbres. 



2.1.1 Diffeomorphismes et transformations de Weyl 

Dans ce paragraphe, </> sera defini et les diffeomorphismes seront introduits. Soit X une 
direction de l'espace-cible. L'insertion de cette surface dans l'espace-cible M le long de cette 
direction est telle que pour tout point p 6 S, X(p) 6 M est bijective et X(p) = o u(p) avec 
o = (x, y) et 4> une fonction bijective. Pour o ^ a', 



X(p) = <f> o a{p) = (j)' o cr\p) (2.1.1) 

ce qui definit bien <p comme une fonction : (p'(cr') = (p(cr). Par consequent, pour tout systeme 
de coordonnees a et a' de S relies ensembles par une transformation reguliere C°°, c'est-a-dire 



par un diffeomorphisme, il existe </> et <p' tels que (2.1.1 ) est verifiee. Ainsi, l'insertion est definie 
de fafon continue tout au long du groupe des diffeomorphismes de la surface S. Cette propriete 
implique qu'il n'y a pas - qu'il ne doit pas y avoir - de systeme de coordonnees privilegie sur 
toute surface. Au pire, il peut exister des classes de coordonnees disjointes. 

II existe d'autres transformations de coordonnees qui ne sont pas des diffeomorphismes mais 



qui peuvent tout de meme constituer des symetries vis-a-vis de l'identite (2.1.1 ). Le volume 
invariant d'une variete est defini par l'integrale : 

V = J d n x Vdet g (2.1.2) 

avec n la dimension et g la metrique intrinseque. Pour changer ce volume, il faut soit chan- 
ger de metrique, soit changer de systeme de coordonnees. Puisque le volume est invariant par 
diffeomorphisme, il est exclu que le changement de coordonnees souhaite soit lui-meme un 
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diffeomorphisme. Les transformations de Weyl sont alors introduites. II est commode de les 
definir par une transformation de la metrique, s'exprimant comme : 

g ab dx a <g) dx b tt(x) 2 g ab dx a <g> dx h (2.1.3) 



Soit (2.1.2) donne : 



V -»■ V = [ d n x tt(x) n y^detg (2.1.4) 

Par diffeomorphisme^] et en conservant la forme de la metrique, cette transformation est 
implemented sous la forme d'un changement de systeme de coordonnees x — > x' dont la 



metrique est g(x'). Encore une fois, l'identite (2.1.1 ) s'appliquant, il toujours possible de trou 



ver des fonctions d'insertion <\> et <\> telles que X(p) est conservee par transformation de Weyl. 

Ainsi, une certaine insertion X(E) peut-etre conservee invariante par diffeomorphismes et 
transformations de Weyl, quelque soit la variete. 

II existe une certaine categorie de diffeomorphismes, en fait ceux que nous venons d'utiliser, 
dites transformations conformes, tels que pour x = x(x) : 

gab{x) dx a ® dx b = Vt(x) 2 g a b(x) dx a <g> dx b (2.1.5) 
Or, en appliquant ensuite une transformation de Weyl, on obtient : 

g a b(x) dx a ® dx b -> gab(x) dx a <g> dx b (2.1.6) 

Done, a une transformation de Weyl pres, les transformations conformes sont des diffeo- 
morphismes qui conservent la metrique intrinseque. Ceci implique qu'elles conservent aussi les 
angles. En fait, ce sont les transformations regulieres les plus generales verifiant cette propriete. 

On verra que l'expression de Taction de theorie des cordes sur la surface de propagation, de 
par son invariance de Weyl, est directement invariante conforme ; e'est une propriete essentielle. 

2.1.2 Invariance de Weyl et theorie des cordes critique 

II vient d'etre montre que les surfaces de cordes inserees dans l'espace-cible peuvent etre 
parametrisees librement, pourvu que la fonction d'insertion <p soit choisie convenablement. Or, 
cette insertion devrait etre totalement independante de l'etalon de "volume" intrinseque, e'est- 



a-dire le volume invariant (2.1.2) calcule a partir de la metrique intrinseque, puisque physique- 
ment la corde est definie par sa surface du point de vue de l'espace-cible. Par consequent, la 
theorie decrivant la corde et definie sur la surface devrait etre invariante de Weyl. 



2. Ces diffeomorphismes sont precisement les transformations conformes que nous introduisons plus bas. 
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Toutefois, cette condition n'est pas indispensable^] Malgre tout, en theorie des cordes, l'in- 
variance de Weyl semble etre une condition naturelle dans la mesure ou il n'existe pas d' argu- 
ments physiques forts, dans l'espace-cible, pour ajouter un degre de liberte interne, tel que 
cet etalon de volume intrinseque, a la surface ; au contraire, des particules "physiques" ne 
pourront etre introduites - sur la couche de masse - qu'a l'aide de cette contrainte. Quelques 
eclaircissements seront apportes par la suite dans la comparaison des actions de Nambu-Goto 
et de Polyakov et lorsque les amplitudes de Polyakov seront discutees. 

Cette derniere condition si elle est remplie, definie la theorie des cordes critique. L'inva- 
riance de cette theorie par diffeomorphismes et transformation de Weyl en fait alors une theorie 
conforme. 



2.1.3 Choix de jauge et brisures de symetrie 

L' existence de ces degres de liberte de reparametrisations n'est finalement qu'un artefact 
mathematique et non une propriete de l'objet insere du point de vue de l'espace-cible ; ceux-ci 
doivent done etre fixees. Le terme de choix de jauge est communement introduit car une telle 
redondance s'appelle une symetrie de jauge. 

Ces symetries peuvent apparaitre localement brisees et ce, classiquement ou quantiquement. 
Ceci a bien souvent des consequences desastreuses pour la theorie - anomalies, perte d'unitarite 
etc. On cherchera done presque toujours a reparer ces brisures, ou a empecher leur apparition. 
Dans le cas de la symetrie de Weyl et en theorie des cordes critique, ceci est relie a la contrainte 
absolue d'invariance conforme des amplitudes. 

Les symetries de jauge pourront aussi apparaitre globalement brisees^J Cela implique en 
general que les proprietes intrinseques doivent etre organisees en classes d' equivalence fixees 
en amont par des proprietes extrinseques. Done, a l'inverse des brisures locales, celles-ci ne 
sont pas pathologiques. En effet, ces brisures globales dependent entre autre de la topologie de 
la surface, dont la nature est directement associee a des proprietes extrinseques, physiquement 
pertinentes. Le tore, par exemple, possede un continuum de classes d'equivalence de metriques 
representees par un nombre complexe, le module qui correspond grossierement a la forme du 
tore et a son vrillement. De maniere generale, le terme module est utilise pour designer un 
representant de classe d'equivalence lorsque ce dernier est un parametre continu - par opposi- 
tion a discret. En theorie des cordes, la geometrie du tore correspond au calcul a une boucle des 
amplitudes du vide de cordes fermees. Dans ce cadre, le module est physiquement determinant. 

Les transformations conformes ont ete introduites ainsi que les diffeomorphismes et les 
transformations de Weyl. L introduction des transformations conformes en theorie des cordes va 
etre analysee dans la suite a travers la descriptions des actions de Nambu-Goto et de Polyakov. 
Enfin, les amplitudes de Polyakov et les problemes lies a l'invariance conforme seront decrits. 



3. Elle n'est d'ailleurs pas imposee dans des modeles equivalents en physique statistique, par exemple. 

4. J'entends par la que topologiquement, dans la globalite de la variete, il peut exister des classes de configu- 
rations geometriques inequivalentes par diff x Weyl. 
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2.2 Theorie des champs conforme des cordes bosoniques 

Nous allons dans cette section introduire laplupart des outils de theorie des champs conforme 
appliques directement a la theorie des cordes. II s'agit done specifiquement d'introduire une 
CFT a 2 dimensions. Dans ce type de theorie, en cette dimension particuliere, les transfor- 
mations conformes sont generees par une infinite de generateurs. Ce sont done des theories 
integrables, e'est-a-dire totalement resolubles et en particulier les calculs d'amplitudes (d'inter- 
actions entre cordes) peuvent etre accomplis exactement. Nous montrerons d'abord comment la 
theorie des cordes peut etre exprimee en termes de CFT. Puis nous analyserons les diverses 
symetries verifiees par la theorie des champs sur la surface de cordes. Elles permettent de 
determiner le spectre de masse des cordes ainsi que les expressions des etats correspondants 
a chaque valeur de masse, e'est-a-dire les particules decrites par les cordes. Nous finirons par 
montrer comment les produits d'operateurs (OPE) contraints par la CFT permettent de calcu- 
ler, ou pour le moins d'exprimer, exactement les amplitudes d' interaction. Pour plus de detail 
concernant les theories conformes, le lecteur pourra consulter la bible des theories conformes 
est l'ouvrage de Di Francesco et al. 11241 . Pour les aspects basiques de theorie conformes dans 
le contexte de la theorie des cordes, les ouvrages de Polchinski ll9~71l et de Kiritsis [f69| sont des 
references. Des concepts plus avancees sont traites dans le second tome de Polchinski ll9~8l et 
dans la revue de Friedan, Martinec et Shenker [39]. 



2.2.1 Les theories conformes en theorie des cordes 

Avant tout, nous decrirons la dynamique classique des surfaces de cordes via la definition de 
leur action. Nous introduirons Taction de Nambu-Goto puis celle de Polyakov dont nous identi- 
fierons la theorie des champs qu'elle decrit a une CFT. Nous discuterons ensuite des amplitudes 
de Polyakov dans ce cadre. Nous verrons en particulier les nombreuses symetries et redondances 
dont il faut tenir compte. Nous introduirons alors les champs fantomes de Fadeev-Popov et les 
diverses contraintes verifiees par les amplitudes en theories des cordes. Nous presenterons enfin 
les operateurs de vertex, qui correspondent a des "particules" au sens d'une theorie quantique 
des champs, e'est-a-dire des etats (ou configurations) asymptotiques. 



Action de Polyakov 

L' action des cordes, e'est-a-dire la quantite qu'une corde se propageant cherche a extremiser, 
est naturellement donnee par la surface qu'elle trace lors de sa propagation dans l'espace-cible. 
Nous parlons ainsi de feuille d'univers, par analogie a la particule ponctuelle tracant quant a 
elle une ligne d'univers. D'apres la section precedente, nous savons que l'aire invariante d'une 
surface inseree dans une variete plus grande est calculee a partir de la metrique induite par 
l'insertion X. Soit done, en notant par abus de notation X(p) = X o a(p) : 



S NG [X] oc f dV^/det (d a XWG„ v (X)) (2.2.1) 
avec G^ U (X) la metrique de l'espace-cible^] Cette derniere depend ici explicitement du 



5. II faudrait aussi ajouter les champs anti-symetriques _B M „ et dilaton $ mais nous reportons leur introduction 
a la section|3.2 qui traite du modele sigma. Nous les negligerons pour Finstant. 
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champ X dans une demarche generaliste. La formule ci-dessus est l'expression de V action de 
Nambu-Goto, a partir de laquelle la trajectoire de la surface est extremisee. Elle exprime ainsi 
une theorie des champs pour la fonction d'insertion X. 

En fait, ce n'est pas Taction la plus adequate pour calculer des quantites physiques. Dans 
ce but, il est preferable d'utiliser V action de Polyakov ||99lll00|| . Celle-ci consiste a decoupler 
la metrique induite 7 de la metrique intrinseque g, de telle sorte que par extremisation de cette 
action nous identifions g = 7 puis deduisons S p [y,X] = Sng[X]. Ainsi, Taction de Poly- 
akov decrit une theorie des champs a la fois pour la metrique intrinseque et pour la fonction 
d'insertion de la feuille d'univers. Son expression est donnee par : 

S p [g,X] = ^—,\ d 2 a^g°*d a X»d b X»G^(X) (2.2.2) 

Le facteur de Regge a' = i\ avec £ s la longueur de corde, est introduit de sorte que Taction 
soit sans dimension. En effet, [X] = [£ s ] et [G,g] = 1. Nous distinguons dans cette action un 
terme cinetique pour le champ X et un couplage a la metrique intrinseque, done a des degres 
de liberies auxiliaires - puisqu'ils n'ont pas de terme cinetique - internes a la surface. Classi- 
quementf\cette action est invariante par diffeomorphismes et par transformations de Weyl - en 
supposant que G^ w est elle-meme invariante. 

II est important de constater que Tinvariance de Weyl de yjg g ab permet de deduire que la 
theorie decrite par cette action est effectivement conformalement invariante classiquement. A 
titre de contre-exemple, d'apres la formule ( 2.1.4| ), sur une variete de dimension superieure a 



2, le facteur ^fg g ab n'est pas invariant de Weyl et par consequent la theorie immediatement 
non-conforme. 



L' action de Polyakov ( |2.2.2[ ) decrit une theorie des champs conforme, notee dans la suite 
CFT. 



Amplitudes de Polyakov 

A partir de cette action, nous definissons T amplitude de Polyakov : Tintegrale de chemin 
sur les champs X et g. Cette integrale est sommee naturellement sur toutes les geometries 
de surface, compactes, non equivalentes, reliant un certain nombre d'etats asymptotiques de 
cordes. Ces etats sont representes par des operateurs de vertex. Ce sont des fonctionnelles de 
champs de feuille d'univers et de leurs derivees V[X, d n X], a chacune desquelles est associe 
un champ d'espace-cible. Pour etre bien precis, il faut introduire les modes d' oscillations des 



cordes, ce que nous ferons dans la section 2.2.3 Un ensemble de modes d'oscillation - un 



accord en quelque sorte - est produit par une source "couplee" a la corde. Cette source peut etre 
un champ d'espace-cible ou bien, plus complexe, une braneQ II existe done un certain nombre 



6. Ce n'est pas toujours evident au niveau quantique, e'est-a-dire dans les calculs d' amplitudes. La metrique 
de fond G M „ dans sa dependance dans le champ X, doit toujours definir une theorie invariante conforme, tant au 
niveau classique qu'au niveau quantique. 



7. Voir section 2.4 
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"d'extremites" a la feuille d'univers ou un ensemble de modes est source par des champs ou des 
branes. 

Ainsi, 1' amplitude de Polyakov calcule une fonction de correlation entre des etats asymp- 
totiques, chacun correspondant a un champ d'espace-temps. Le resultat est exprime dans l'es- 
pace de Fourier des impulsions, done une amplitude de Polyakov est en general un element de 
matrice-S. II faut noter que les etats sont necessairement connectes entre eux par une feuille 
d'univers, ce qui implique la preexistence d'une corde ; autrement dit, il n'y a pas de processus 
de creation de corde. Nous utilisons done, du point de vue de l'espace-cible, un formalisme de 
premiere quantification. 

Compte-tenu de ce qui a ete precise plus haut, pour un ensemble d'operateurs de vertex 
V a (k£), l'amplitude a N-points sur une feuille d'univers E compacte, de nombre d'Euler x, doit 
s'ecrire : 

(n y.m)^ = / m / v{D l { l% tyl) J ™ n k.(*s) p.2.3) 

et l'amplitude de Polyakov complete sommee sur toutes les geometries compactes : 



f[V a (K)\= 97 x (flV a (K)\ (2.2.4) 

\a=l I £ compactes \a=l / g 

Nous avons plusieurs remarques a formuler quant a cette expression et aux proprietes des 
elements qu'on y a introduit : 



i) Un facteur g s a ete ajoute dans la formule ci-dessus, un couplage de corde, et ce n'est 
pas arbitraire. En verite, nous aurions du ajouter un terme supplementaire a Taction de 
Polyakov, verifiant egalement les invariances par diffeomorphismes et Weyl ; un terme 
purement topologique : 

A jj^^g1l = \x{?>) (2.2.5) 

D'apres cette formule, nous identifions naturellement g s = e A . Le nombre d'Euler depend 
du nombre de poignees (genus), de bords, et de cross-caps^ [89j a la surface selon x — 
2 — 2g — b — c. Ainsi le nombre d'Euler de la sphere est \ — 2, celui du tore x = et 
du disque x = 1. Compte-tenu du classement des topologies selon les puissances dans le 
couplage, pour les cordes fermees, nous identifions la sphere a l'amplitude a l'ordre des 
arbres et le tore a l'amplitude a une boucle, etc. Le disque serait quant a lui l'ordre des 
arbres pour les amplitudes de cordes ouvertes et l'anneau l'amplitude a une boucle. 

ii) L'integrande doit etre invariant par diffeomorphisme et transformation de Weyl, d'apres 
les arguments avances dans la section precedente. Remarquons tout de meme que du fait 
des integrations sur toutes valeurs de X et g, le resultat est evidemment independant du 

8. Pour la definition voir Polchinski [97 1 
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sy steme de coordonnees et de la metrique intrinseques ; ce qui n'interdit done pas de 
s'interesser a des integrandes non invariants dans des problemes de physique statistique 
par exemple. 

Ainsi, il faut verifier que 1' ensemble de l'integrande et de la mesure sont bien inva- 
riants sous Taction du groupe Diff x Weyl. Alors que l'invariance au niveau classique ne 
concerne que les variations de Taction, l'invariance au niveau quantique quant a elle tient 
compte des variations de T ensemble des objets contenus dans T amplitude, dependant de 
parametres intrinseques. 

Polyakov montre Il99l |89ll que, dans Minkowski]^ par transformation de Weyl g — > e^g, 
la mesure - oublions un instant les modules - se transforme selon : 

VXVg -» e^/^^^AW)^ (2.2.6) 

La theorie des cordes critique impose done que Tespace-temps cible soit compose de 
25 dimensions d'espace et 1 de temps, soit 26 dimensions. Mentionnons qu'en theorie 
critique des supercordes, la theorie des cordes supersymetrique, Polyakov montre HI 001 
de facon equivalente qu'il faut d + 1 = 10. Nous verrons au point v) ce qui concerne les 
operateurs de vertex. 

Hi) L'integrale sur lu represente Tintegration sur les modules. II peut y en avoir plusieurs, 
reels ou complexes. 

iv) A module fixe, il reste a integrer le long de la classe de metriques equivalentes par 
diffeomorphisme et transformations de Weyl. Etant donne que la theorie est choisie in- 
variante suivant ces transformations, Tintegration le long de cette classe est redondante 
et implique un surcomptage. II convient done de choisir une metrique de reference — 
appelee metrique fiducielle et notee ^g- puis d'integrer sur les orbites du groupe Diff x 
Weyl, et enfin de diviser par le volume de ce groupe. 

Afin de fixer la jauge nous utilisons la methode de Fadeev-Popov, qui donne d'emblee la 
bonne mesure d' integration. Cette derniere est exprimee en introduisant des champs abs- 
traits, e'est-a-dire des artefacts mathematiques, fermioniques et anti-commutants, nommes 
champs fantdmes et dont la mesure d'integrale de chemin s'ajoute aux precedentes sous 
la forme : 

J VbVce~ s ^ h[bA (2.2.7) 

L' action associee s'exprime selon : 

S 9hh c] = ^ / dV y^f b ab "V a c b (2.2.8) 

L'ancienne symetrie de jauge geometrique qui vient d'etre fixee se retrouve naturellement 
sous une autre forme dans Taction complete, mais devient maintenant une contrainte pure 
sur la theorie plutot qu'une redondance. II s'agit de la symetrie BRST. Les fantomes 

9. Mais le resultat final sur le nombre de dimension est valable pour tout G^. 
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(b ab ,c a ) sont des champs conformes de dimension (2, —1). Nous verrons cela plus en 
detail dans la section |2~.2 .31 

v) Les operateurs de vertex doivent etre inseres sur la feuille d'univers de maniere a representer 
des etats asymptotiques de cordes - ou particules. Idealement, ils seraient construits en 
percant la surface sous la forme d'un trou circulaire puis en etirant la surface jusqu' a les 
envoyer a rinfini temporel |fT9l . En realite, ce n'est pas la peine de proceder ainsi, grace 
a l'invariance conforme. En effet, par cette invariance, nous pouvons changer localement 
de systeme de coordonnees tout en conservant la metrique fiducielle. De cette maniere, 
n'importe quel point, a n'importe quelle coordonnee, peut devenir infiniment lointain de 
tous les autres. Ainsi, un trou circulaire de taille finie et envoye a rinfini est conforme a 
une perforation ponctuelle, un poingon. 

Par consequent, un etat asymptotique doit correspondre a un operateur de vertex insere 
sur la surface sous la forme d'un poincon, et ce en un point quelconque de cette surface. 
Puisqu'il n'y a pas de point d'insertion privilegie sur la feuille d'univers, il faut done 
integrer 1' operateur de vertex sur toute cette surface. L' expression generale d'un operateur 
de vertex est alors : 



La condition d' invariance de Weyl de 1' amplitude impose que cet operateur soit lui-meme 
invariant conforme. Pour cette raison l'operateur V a (k£, a) doit etre un champ primaire 



dans Minkowski cette contrainte impose (A; ) 2 — (k 1 ) 2 = m 2 , e'est-a-dire la condition de 
couche de masse ( !) pour la particule representee par l'etat asymptotique. 
Avec la jauge fixee, tout operateur de vertex est une fonctionnelle des champs X mais 
aussi des champs fantomes a priori . 

vi) II existe des diffeomorphismes qui generent des transformations conformes, e'est-a-dire 
qui peuvent etre annules par une transformation de Weyl. Cette symetrie est importante 
puisqu'il s'agit precisement de la symetrie conforme developpee dans la section suivante. 
En fixant la jauge[j^J e'est-a-dire en fixant la metrique, les transformations Diff x Weyl 
ne sont pas completement fixees. II existe une symetrie residuelle : la symetrie conforme. 
Autrement dit, V(g) < V(Diii x Weyl). 

Du fait du surcomptage cause par cette symetrie residuelle, 1' amplitude finale - a jauge 
fixee - doit etre divisee par un facteur de volume sur le groupe d' invariance conforme, 
nomme CKG - groupe de Killing conforme. Ses elements se nomment CKV - vecteur 
de Killing conformes. Ce facteur sera note Q(CKG). Une autre option, est de fixer la 
position d'autant d' operateurs de vertex qu'il y a de CKV. Sur la sphere on compte 3 
CKV complexes dans le groupe de Mcebius SL(2, C), done il suffit de fixer la position de 
3 operateurs de vertex. Sur le disque, on compte 3 CKV reels dans le groupe SL(2, M). II 
existe une autre methode pour se debarrasser de ce surcomptage, utile lorsqu'il n'existe 
aucun operateur a fixer - dans le cas du calcul de la fonction de partition par exemple. 
Elle consiste a extraire du calcul le nombre infini associe au surcomptage, en utilisant le 




(2.2.9) 



de la theorie conforme, une propriete introduite dans la section 2.2.3| Mentionnons que 



10. Voir El|92l pour plus de details 
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formalisme de renormalisation - voir entre autres HI 251 [31 [3711361 . 

vii) Le theoreme de Riemann-Roch permet de donner le nombre de modules fi et de CKV 
k en fonction de la topologie de la surface : 

X>0 : k = 3x fi = 

X<0 : k = fx = 3 X (2.2.10) 

Pour conclure et compte-tenu de toutes les remarques precedentes, l'expression de l'ampli- 
tude sur une variete S a jauge fixee est : 

(n/.(*s)) s - /«p7)/ M ^"nw« 

/„ K N 

ft DIe- s ^U*(^>«) II (2.2.11) 
a=l /3=k+1 

Chaque operateur de vertex fixe doit etre multipliee dans le bulk par la combinaison de 



champs fantomes cc. Nous verrons pour quelle raison a la section 2.2.3. Mentionnons simple 



ment qu'ils remplacent la mesure d 2 cr du point de vue des transformations conformes. 



Nous avons introduit les theories conformes en theorie des cordes. En particulier, nous 
avons defini Taction de Polyakov, les amplitudes et les operateurs de vertex, des quantites de- 
vant verifier des conditions d'invariance de Weyl et de diffeomorphismes done d'invariance 
conforme. Nous allons maintenant definir concretement ces operateurs dans le contexte de la 
CFT. 



2.2.2 Les symetries dans Taction et l'amplitude de Polyakov 

Cette etude se base principalement sur les ouvrages de Polchinski et Kiritsis 11971 1981 l69ll . 
Le point de depart est Taction de Polyakov, (2.2.2) et ( 2.2.8| ), definie sur un espace-cible plat, 
e'est-a-dire G flu (X) = r)^, avec la convention r] = diag(— 1, 1, 1, 1). Nous nous interessons a 
la physique locale sur la surface, en se pla§ant sur un voisinage U de la variete E : 



S p [g, X] = f dV ^T b d a X»d b X u Vv+ir [ d ^ Vd b ab V a c b (2.2.12) 

Localement, toute metrique sur une surface est conformalement plate, a un diffeomorphisme 
pres — voir [89|. II n'existe done pas de module dans la description locale d'une surface. Ceci 
implique que, par invariance de Weyl, nous pouvons utiliser la metrique fiducielle suivante ^ = 
8 a b et parametriser la surface par des coordonnees euclidiennes, a condition que la fonction X 
verifie bien quant a elle des contraintes de causalite. En outre, il n'existe pas de condition de 
realite sur le systeme de coordonnees, que nous pouvons choisir dans C a partir du moment 
ou le voisinage U - un ouvert — est une surface de Riemann. Ainsi opterons-nous pour un 
systeme de coordonnees complexe, dans lequel la metrique est hermitienne et s'exprime comme 
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ds 2 = dz®dz. Ce systeme est particulierement pratique pour traiter la plupart des calculs. Dans 
ces coordonnees, Taction s'ecrit comme : 



S p [g,X] = -i- / d 2 z dX^dX^ + ±- / d 2 z (b zz dc z + b zz dc z ) (2.2.13) 
lira' J c 2tt J c 

ou nous notons simplement d = d/dz et d = d/dz. La normalisation est toujours fixee 
suivant les conventions de Polchinski [|97l . Cette action est symetrique par transformations 
conformes et transformations de Poincare sur les champs X^, c'est-a-dire les translations et 
les boost de Lorentz. 



Certaines feuilles d'univers £ peuvent etre decrites globalement par au moins un systeme 
de coordonnees fixe et en particulier si la surface est orientable, sur le plan complexe - il s'agit 
alors d'une surface de Riemann. C'est le cas de la sphere S 2 , du tore T 2 (et de tous les tores T n 
a plus forte raison) ou du disque D 2 . 

Dans le cas de la sphere tous les points sont equivalents, mais ce n'est pas le cas du disque 
ou les points de l'interieur - le bulk - se distinguent des points du bord. Ainsi, 1' etude de la phy- 
sique des cordes, sur une geometrie de surface telle que la sphere, pourra etre faite au voisinage 
de n'importe quel point. En revanche dans le cas du disque nous discernons deux physiques 
distinctes, celle de l'interieur - vraisemblablement semblable a celle d'un voisinage de sphere 
- et celle du bord - de tout voisinage du bord pour etre plus precis. 



Cette distinction amene a definir deux theories des cordes sur les surfaces avec bord : les 
cordes fermees, celles du bulk, et les cordes ouvertes, celles du bord. Nous differencions ainsi 
les operateurs de vertex du bulk et ceux du bord, qui ne sont pas associes aux meme etats 
asymptotiques. L' identification precedente est naturelle dans le sens ou une corde fermee est un 
objet n'ayant pas de bord, tandis qu'une corde ouverte est un objet a deux bords, c'est-a-dire 
chaque extremite. 



En ce sens, Taction (2.2.13) decrit la physique d'un voisinage du bulk, sans bord, pa- 
rametrisee sur le plan complexe entier C, et correspond par consequent a une theorie des cordes 
fermees. En revanche, pour decrire la physique des cordes ouvertes, il faut se placer sur un demi- 
plan complexe avec bord et on choisit en general le demi-plan superieur H + = {z, 3m z > 0}. 
A noter qu'il faut eventuellement implementer des conditions de bord sous la forme de termes 
de bord dans Taction : 



S p [g, X] = -L / d 2 z dX^BX^ + i- / d 2 z (b zz dc z + b- z - z dc 2 ) +<f dz 0[X, b, c] 

ma J H+ ZTY J h+ JdH+=R 

(2.2.14) 

avec O un ensemble d'operateurs de vertex a priori primaires. Insistons cependant sur le 
fait que la theorie est ci-dessus definie sur des voisinages et non sur la variete entiere. Par 
consequent, nous ne pouvons pas calculer, dans cette description, une amplitude sur la sphere 
ou sur le disque ; il faudrait ajouter certaines conditions de periodicite, de symetries - relie au 
probleme des CKV - et de regularisation infra-rouge (IR). 
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Les symetries de Taction de cordes fermees 

Nous comptons plusieurs symetries dans Taction ( |2.2.2| ), ou la jauge n'est pas encore fixee. 
Les symetries internes rencontrees precedemment : les diffeomorphismes - dont les transfor- 
mations conformes - et les transformations de Weyl. Mais aussi des symetries externes - dans 
le sens externes a la surface : celles-ci concernent des transformations des champs eux-memes, 
entre eux, mais qui peuvent dependre des coordonnees. Parmi elles se trouvent les translations 
X M — > X M + a M et les transformations speciales - boost - de Lorentz X M — > A^X U . U ensemble 
de ces transformations forme le groupe de Poincaref^] (A, a). 



II serait plus judicieux de partir de Taction (2.2.13) dont la jauge est fixee. En effet, nous 
ne serions plus confronted aux contraintes d'invariance de Weyl et de diffeomorphismes direc- 
tement, mais uniquement aux contraintes d'invariance par transformations conformes. Ainsi, 



dans la suite, tant que possible nous partirons de Taction (2.2.13). 



Avant de lister Tensemble des symetries et des courants de Noether correspondants, donnons 
les equations du mouvement des differents champs, calculees a partir de Taction ( |2.2.13 ). Sa 
variation lagrangienne donne les equations d'Euler-Lagrange suivantes : 



ddX 11 = 
Bc z = dc z = 
db zz = db 2S = (2.2.15) 

Nous en deduisons que OX et OX sont respectivement holomorphe et anti-holomorphe. En 
ce qui concerne les fantomes, les conclusions sont similaires. Par consequent, nous utiliserons 
la notation suivante : 

c z = c(z) , c z = c(z) 

b zz = b(z) , b- z - z = b(z) (2.2.16) 

Courants de Noether des champs X 

Les courants de Noether associes a ces symetries sont construits comme habituellement en 
theorie des champs — voir ll63l . Le courant des symetries internes est associe aux transforma- 
tions de la metrique, done est represente par le tenseur energie-impulsion. Pour une transforma- 
tion infinitesimale Sa a = ev a (a), avec a = (z,z),ona: 

3z = j(z) = iv z T zz + iv z T zz 

jz = J{z) = iv z T zz + iv z T- z - z (2.2 .17) 

Le champ X se transforme selon 5X^ = —ev a d a X tJ ' done le tenseur energie-impulsion 
verifie : 

11. II peut exister d'autres symetries externes, auxquelles on se refere en CFT sous l'appelation d'algebre de 
courant. 
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T - 

± zz 


— T- — 

± zz 


T 

± zz 


= T{z) = 


T— 

- 1 zz 


= T(z) = 



~ : dX^dX^ : 
oc 

-— : dX»dX u : (2.2.18) 
a' 

Nous avons introduit la notation d'ordre normal : * : pour signifier que le produit interieur 
est regulier au sens des OPE - developpement de produits d'operateurs - defini a la sec- 
tion 2.2.3 Remarquons que T a a = 2T zS = 0, c'est-a-dire que le courant des transformations de 
Weyl est nul. En outre, la conservation du courant impose que d(v z T zz ) = d(v z T zz ) = 0, de 
telle sorte que v 2 et T zz sont holomorphes, tandis que v z et T zz sont anti-holomorphes, ce qui 
est verifie le long des equations du mouvement ; d'ou la notation utilisee T(z) et T(z). 

Les transformations conformes sont portees par le vecteur tangent v a (z, z) tel que tv z {z) = 
a + fiz+jz 2 avec des coefficients complexes infinitesimaux, regroupant dans l'ordre les transla- 
tions (a), les rotations et changements d'echelle ((3) et les transformations conformes speciales 
(7). La transformation exacte s'ecrit : 

z' = a -^\ avec r Mg SL(2,C) (2-2.19) 
cz + d \ c d J 

De meme v z {z) = a + (3z + ^z 2 . Les transformations conformes sont telles que les variables 
(anti-)holomorphes se transforment en variables (anti-)holomorphes z — > f(z) et z — > f{z). Or 
puisque la metrique dans la jauge unitaire est ds 2 = dz <E> dz elle devient f(z)f(z)dz ® dz ce 
qui est effectivement la transformation recherchee. 

Les transformations externes, c'est-a-dire des champs entre eux, sont generees principale- 
ment - mais il peut exister d'autres groupes de transformations, cf. les algebres de courant 
- par le groupe de Poincare dont la forme infinitesimale appliquee sur X et sur la metrique 
d'espace-cible est : 

5X" = ea"{a) + e ^ v {o)X v 

5G, U = e u/G pu (2.2.20) 

avec uj^y = —i>J Vil . Les courants associes respectivement a la translation et aux boost de 
Lorentz sont : 



r = jn z ) = -dx = jhz) = -Bx 

a ' a' 

j^( z , z) = ^: X l ^dX u] : jf{z, z) = ^ : X l ^dX u] : (2.2.21) 

avec la convention x^jn = (x a y b — x b y a )/2. Ces courants sont conserves classiquement 
le long des equations du mouvement. Notons cependant que le courant des transformations de 
Lorentz n'est pas un champ primaire a cause du facteur X^. 
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Courants de Noether des champs fantomes 

N'oublions pas que le tenseur energie-impulsion des champs fantomes doit etre ajoute. Afin 



que Taction (2.2.8 ) soit invariante conforme, il faut les transformations des fantomes suivantes 
pour 5o a = — et> a : 



5b„ = -e v z db + e{dv z )Xb 

Sc z = -e v z dc + e (dv z )(l - A)c (2.2.22) 

avec A = 2. Des formules equivalentes existent pour b et c en remplacant simplement z par 
z. En variant Taction, nous calculons aisement le tenseur energie-impulsion correspondant : 



T 9 =: {8b)c : -2d(: be :) 
f 9 = : (db)c: -2d(:bc:) 



(2.2.23) 



De meme, ce tenseur est bien conserve le long des equations du mouvement, pour lesquelles 
T 9 et T 9 sont holomorphes et anti-holomorphes. Le tenseur energie-impulsion complet associe 



a Taction (2.2.13) est ainsi 



T{z) =T X +T 9 

f(z) = f x + f 9 (2.2.24) 

En tant que generateur des transformations conformes, le tenseur energie-impulsion a un 
statut tres important en CFT. C'est a partir de son action sur les fonctionnelles de champs que 
les operateurs de vertex et les etats asymptotiques sont definis. 

Les fantomes verifient aussi une symetrie externes, denommee symetrie de nombre fanto- 
matique - ghost number - telle que 5b = —ie b et 5c = iec et dont les courants sont : 



j 9 = -:bc: 

J g = -:bc: (2.2.25) 

Ce courant est conserve le long des equations du mouvement, pour lesquelles j g et J g sont 
respectivement holomorphe et anti-holomorphe. 

Si ces courants sont definis conserve classiquement, remarquons qu'ils ne le sont pas tou- 
jours au niveau quantique. C'est potentiellement problematique car cela implique une brisure 
quantique de symetrie, soit des anomalies et eventuellement une rupture d'unitarite. 

A propos de la symetrie BRST 

Pour approfondir Tetude de la theorie a jauge fixee, il faudrait s'interesser au groupe de 
transformations conformes tenant compte des fantomes et qui se traduit sous la forme d'une 
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symetrie externe, nommee BRST. Celle-ci melange les fantomes aux champs X, suivant la 
transformation infinitesimale : 

S B X» = it (cd + cd) X" 
S B b = ie (T x + TB) 5 B b = ie (f x + fA 

5bc = iecdc 5BC = iecdc (2.2.26) 

Puisque CFT C BRST, la theorie des champs verifiant cette symetrie est une CFT sur 
laquelle a priori un certain nombre de contraintes supplementaires sont posees, en particulier 
sur l'expression des etats asymptotiques de la theorie - et des operateurs de vertex - se traduisant 
par des contraintes physiques. Le courant associe a cette symetrie est : 

j B = c T m + l 2 : cT° : + h 2 c 

J B =?T m + l -:?r 9 :+p 2 c (2.2.27) 

Ici le tenseur energie-impulsion est T m ou m signifie "matiere", au lieu de T x , afin de 
generaliser l'expression a toute theorie des champs non fantomes - comme par exemple les 
fermions en supercordes. Ce courant est conserve le long des equations du mouvement, pour 
lesquelles js et Jb sont respectivement holomorphe et anti-holomorphe. 

L'expression ci-dessus montre que la transformation BRST est en fait une transformation 
conforme avec v z [z) = c(z) et respectivement v z (z) = c(z). 

2.2.3 Dimensions conformes, champs primaires et etats 

Comment un champ se transforme-t-il par transformations conformes ? Pour repondre a 
cette question autant definir un champ par ses lois de transformations. Ainsi nous pourrions 
etendre aux champs la notion de tenseur de sorte qu'ils soient covariants par transformation 
conforme. Cette propriete permettrait de definir aisement des quantites physiques, c'est-a-dire 
invariantes conformes. Les champs primaires\^\ sont definis par la loi de transformation suivante 
— voir en particulier l'ouvrage de Di Francesco [|24l : 

°'<-K£f (£f oM <2 - 2 - 28) 

Le champ O ainsi defini est dit champ primaire de poids (h,h), ou ces quantites sont 
des nombres a priori reels. La dimension conforme du champ designe A = h + h et pa- 
rametrise revolution d'un champ selon un changement d'echelle rigide (z,z) — > ((z,(z). 
Cette quantite est a rapprocher de la notion de dimension pour un champ, rencontree dans le 
cadre du formalisme de renormalisation en theorie quantique des champs. Nous definissons 
aussi le spin S = h — h qui caracterise revolution d'un champ selon une rotation rigide 

12. Un champ est, de maniere generate, une fonctionnelle des champs fondamentaux de la theorie de surface, 
iciX et ses derivees successives 
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z } z) — > (e**z,e % ^z). D'apres la formule (2.2.28), les transformations holomorphes et anti 



holomorphes sont tout a fait separees. C'est un point crucial des transformations conformes 
dans la jauge unitaire sur le plan complexe. 

Correspondance etat-operateurs : espace de Hilbert 

Nous pourrions parler de ces champs en terme d' operateurs tensoriels. lis devraient alors 
etre definis en relation a un espace de Hilbert. En effet, certains champs primaires sont expri- 
mables sous la forme de tenseurs conventionnels, c'est-a-dire definis sur la base de l'espace 
tangent T P S en un point p de la surface. II s'agit des champs primaires de poids entiers notes 
(n, n). D'autres en revanche, les champs primaires de poids non entiers (h, h) IR 2 , ne peuvent 
pas etre definis sur une telle base. 

II faut done introduire une base generalisee {\h, a^), z) <g) \h, z)} en tout point (z, z) 
sur un espace de Hilbert des champs primaires 



U= H h ®H- h (2.2.29) 

(h,h)m 2 

Les parametres (am, aa\) forment un ensemble de proprietes discriminant des ket de meme 
poids et resultant d'un classement en representations de symetries supplementaires - les algebres 
de courant. Autrement dit, chaque espace de Hilbert T-L h est lui-meme decompose dans une 
base hilbertienne ou generalisee {\h, oc(i), z)} a{i) . Le poids h est en general calcule en fonction 
des otuy Ces espaces de Hilbert constituent les espaces de plus haut poids en CFT - voir la 
presentation claire de H101H . 

Les bras (h,a(i),z\ sont egalement introduits tels que : 

(h,a {i) ,z\h',a' {i) ,z') = 8 K y 5 {e) (a {i) - a' (i) ) 5(z - z') (2.2.30) 

Le bra contient une distribution delta de dirac (z\ = (5 Z \. Chaque ket et bra subit les trans- 
formations conformes selon : 



\Kot(i),z') = I — J \h,a {l) ,z) 

(h,a ii} ,z'\' = i—j (h,a (i) ,z\ (2.2.31) 

avec £ le nombre total de proprietes a^y La transformation du bra provient de la distribution 
delta de Dirac. Et respectivement pour les etats correspondant aux operateurs anti-holomorphes. 
Ainsi tout champ primaire - local - de poids (h, h) s'exprime de maniere generale sous la forme 
d'un tenseur invariant selon : 



0^ h ~ h \z, z) = J2 ° { ^ U) (*> ^) «(2). • • • A ® (h, 5(1), 5(2), • ..,z\ (2.2.32) 
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De sorte qu'un operateur local est defini par Taction d'un tenseur C^'^ = J d 2 z 0^ h,h \z, z) 
sur un ket de base : 



0^(\h,a {l) ,z),\h,a {i) ,z) 



O ih ~ h) - (z z) 



(2.2.33) 



Les vecteurs \h,au),z ) sont appeles des etats et la relation ci-dessus (2.2.33) peut etre 



entendue comme une correspondance etats - operateurs. Puisque l'etat est pique en un point 
particulier z(p) de la surface, l'operateur obtenu est bien defini en un seul point et correspond 



done a un etat asymptotique tel que cela a ete defini auparavant 2.2.1 



La correspondance etats - operateurs n'est pas triviale a determiner exactement. II faut in- 
troduire les notions d'OPE puis d' action des courants sur les operateurs et d'algebre de courant. 



II existe une classe d'operateurs locaux plus grande que celles des operateurs primaires, 
dont la transformation par changement d'echelle rigide z — > C,z est donnee par : 



A!((z', Cz') = C h C h A(z, z) (2.2.34) 

Nous appelons aussi (h, h) les poids de l'operateur A. Les champs primaires constituent une 
classe de cet ensemble d'operateurs. Les operateurs non primaires, sont conventionnellement 
nommes operateurs descendants. 

Une correspondance etat- operateur peut etre definie a travers un developpement equivalent 
a celui effectue precedemment. Ces operateurs descendants sont covariants le long d'un sous- 
groupe des transformations conformes, qui ne concerne que les changements d'echelles rigides. 
Soit done d H l'espace de Hilbert defini par : 



dn = d K h ® d U- h (2.2.35) 

(h,h)m 2 

et tel que H C dr H. Ainsi dr H est genere par H en appliquant les algebres de courant et 
de Virasoro sur les kets de plus haut poids. La base a^, z) <g) \h, a^, z)}^..^ et les 
operateurs descendants sont egalement definis via : 

(\h, a (i) , z),\h, 5? (i) , z))= A ( ^ S(i) (z, z) (2.2.36) 

Notons que A^''^ n'est pas a proprement parler un tenseur, mais un objet covariant dans les 
changements d'echelles rigides. 

OPE et courants 

Nous definissons le produit interieur entre n'importe quels operateurs - done pas necessairement 
primaires - par l'OPE : 



A i (z)A j (w) =J2 C n k ( z > w ) Mw) 

k 



(2.2.37) 
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En theorie quantique des champs, ce produit est defini dans la limite ou les insertions sont 
ties proches. II n'est generalement pas convergent. Dans une CFT a deux dimensions, toute OPE 
est convergente avec un rayon de convergence egal a la distance entre les operateurs. Suivant 
des contraintes de transformations propres aux theories conformes, nous pouvons determiner la 
forme generale des OPE : 



C ^ 

Mz u - Zi )A 3 {z 3 , Zj ) = hi+hj . h ^ i+ - hj -- hk Ak ^ *i) (2 - 238) 

k %ij z ij 

avec la notation = Zi—zj et un coefficient a priori complexe. Insistons sur le fait que 
ces operateurs ne sont pas necessairement primaires et qu'en general seule une tres restreinte 
minorite d' operateurs est primaire. Particulierement interessante est l'OPE du tenseur energie- 
impulsion avec un operateur quelconque - y compris lui-meme. En effet, la transformation d'un 
operateur le long d'un groupe genere par un courant est donne schematiquement par l'integrale 
suivante : 



SA{z, z) 



dw 8v(w) j(w)A(z) + c.c. 



(2.2.39) 



L'integrale est definie le long d'un contour ferme autour de la position de l'operateur. Le 
courant j(w) est exprime en terme des champs de la theorie et est done lui-meme un operateur. 
Pour des raisons de coherence, afin que les symetries soient conservees aussi au niveau quan- 



tique, le courant doit toujours etre un champ primaire. En utilisant (2.2.38), la variation in- 
finitesimale 5A s'exprime sous la forme d'un developpement sur des operateurs primaires et 
descendants. 



Selon (2.2.17 ) la transformation conforme d'un operateur est donnee par : 



8A(z, z) = f dw 5v z (w) T(w)A(z, z) + c.c. 
Jc z 



(2.2.40) 



Puisque T est de poids (2, 0) et d'apres la transformation (2.2.34) du champ A, nous devons 
avoir : 



T(w)A (h ' h \z, z) = ...+ , - ^ A ih ' h \z, z) + . 1 r dA^ h '~ h \z) + ... (2.2.41) 

[w — z) 1 ' [w — z) 

Les termes caches ici ne sont pas connus a priori et dependent de l'operateur en question. 
En presence d'un champ primaire O le developpement se reduit a : 

T(w)O ih '~ h) (z, z) = h rf h > h \z, z) + 1 aO {hJl \z) + ... (2.2.42) 
[w — z) z ' [w — z) 

En l'occurrence, puisque T doit etre un champ primaire, il faut : 

T(w)T(z) = 2 T(z) + —^-dT(z) + ... (2.2.43) 

{w — zy {w — z) 
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Neanmoins, de maniere generale ce n'est pas ce qui est obtenu En effet, dans le calcul de 
l'amplitude (2.2.6) il apparaissait une anomalie proportionnelle a d + 1 — 26. Cette anomalie se 
retrouve naturellement dans la transformation conforme de T : 



T(w)T(z) 



c/2 



+ 



;T(z) + 



1 



w — z 



dT{z) + ... 



(2.2.44) 



(w — z) 4 (w — z) 2 

La constante c s'appelle la charge centrale et caracterise 1' anomalie. Dans le contexte du 
calcul (2.2.6) nous trouvons c = d + 1 — 26. Cette valeur est obtenue apres avoir fixe la jauge, 
c'est-a-dire en prenant comme point de depart l'amplitude (|2.2.1 1[), soit le tenseur energie- 



impulsion (2.2.24). 



Afin d'effectuer ces calculs explicitement, il faut connaitre les OPE de base, c'est-a-dire 
celles des champs fondamentaux de la theorie X, b et c, ainsi que Vordre normal. Les expres- 
sions des OPE sont obtenues a partir des equations quantiques du mouvement, c'est-a-dire des 
equations d'operateurs s'appliquant a l'interieur d'un correlateur. 

L'ordre normal d'une fonctionnelle : T[X, b, c] : est defini tel que l'ensemble est un operateur 
dont le correlateur est regulier dans les coordonnees de la feuille d'univers, soit (: T[X, b,c] :) = 
reg. De maniere equivalente, l'ordre normal est defini par soustraction des singularites de la 
fonctionnelle : 



: T[X, b, c] := T[X, b, c] - sing. (2.2.45) 

Dans le cas ou la fonctionnelle est le produit interieur de deux fonctionnelles regulieres 
- supposons-les holomorphes pour simplifier - J-(z) et Q(w), nous obtenons une definition 
complementaire de l'OPE en utilisant l'ordre normal : 



sing. + 
sing. + 



(z — w) 



E 

n6N 



TV. 



: {d n F)G{w) : 



(2.2.46) 



L application d'un simple developpement de Taylor sur T permet de passer de la premiere 
ligne a la deuxieme. Maintenant, a partir de Taction (2.2.13 ) nous pouvons calculer les fonctions 
de correlation suivantes : 



(X»{z,z)X u (w,w)) = -a'^-ln\z- w\ 2 

(b(z)c(w)} = — 
z — w 

(b(z)b(w)) = (c(z)c(w)) = (2.2.47) 

Rappelons ici que les champs b et c anticommutent. Par consequent b(z)c(w) = c(z)b(w). 
Sachant que sur une variete sans bord, (: X(z, z)X(w, w) :) = (X(z, z)) 2 = par imparite de 
l'integration sur X, le meme argument s'appliquant sur les champs fantomes, nous derivons les 
OPE suivantes : 
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11 

X»(z,z)X u (w,w) = -a 1 ^-\n\z-w\ 



^ W ^ : {d n X»)X v {w,w) : + ^ : {B n X)X{w,w) 



nl 



n ! 



&(z)c(u>) 



— + E 



— u> 



Z — U> z — ' 71! 

neN 



: (9 n 6)c(w) : 



(2.2.48) 



En utilisant ces developpements et a partir des formules (2.2.24), (2.2.18) et (2.2.23), nous 
obtenons : 



T(w)dX»(z) 
T(w)b(z) 



' 7 dX"(z) + — *— d 2 X»{z) + reg. 



(w — z) 



w — z 



(w — z) 2 
T(w)c(z) = l -^b(z 



2 1 

b(z) H db(z) + reg. 



[w — z) 



w — z 

1 

w — z 



dc(z) + reg. 



(d+l-26)/2 2 , 
T{w)T{z) = ; - h i —J U) 



1 



dT(z) + reg. (2.2.49) 



(w — z) 4 (w — z) 2 ' ' w — z 

Ainsi, <9X M , 6 et c sont-ils des champs primaries de poids respectifs (1, 0), (2, 0) et (0, —1). 
Dans la derniere formule nous retrouvons bien le developpement attendu. Les transformations 
conformes ne sont generees correctement au niveau quantique, a jauge fixee, qu'a la condition 
que l'anomalie s'annule, c'est-a-dire quand la charge centrale s'annule, done si et seulement si 
d + 1 = 26. C'est une definition complementaire de la theorie critique des cordes, mais encore 
une fois reliee a la contrainte d'invariance de Weyl que nous souhaitons imposer intuitivement 
a la theorie. 



La verification de la conservation des courants au niveau quantique est immediate : 



T(z)f{w) 



' -,f{w) + —^—df(w) + reg 



z — w 



(z — u>) 2 ' 

T(z)r(w,w) = . 1 ,J »"(w) + -^—df v {w) +reg 



T{z)f{w) 
T(z)j B (w) 



(z — w) 2 z — w 

-3 1 1 

+ ^j 9 {w) + - — -dj 9 (w) + reg 



(z — w) 3 (z — w)* 
d + 1-26 1 



z — w 

1 



-dj B (w)+ reg (2.2.50) 



2(z — w) A (z — w) 2 ~ ' ' z — w 

Les deux premiers courants sont des tenseurs - done conserves - tandis que les deux der- 
niers ne le sont pas. Le courant de nombre fantomatique et le courant de BRST admettent 
chacun une anomalie. Dans le cas de j 9 , l'anomalie est reliee a l'existence de modes zero des 



champs fantomes et implique le theoreme Riemann-Roch (2.2.10) - voir [13911 . L'anomalie de 
js est quant a elle reliee a la dimension de l'espace-cible et impose toujours d + 1 = 26. C'est 
une nouvelle perspective sur la definition de la theorie critique des cordes. 
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Operateurs de vertex integres, non-integres et etat du vide 

Les operateurs de vertex doivent etre invariants conformes mais aussi et surtout invariants 
BRST. Cela garantie l'invariance conforme quantique de toute amplitude. En raison de l'exis- 
tence dans certaines geometries de vecteurs de Killing conformes (CKV), il faut aussi imposer, 
dans les amplitudes, a un certain nombre d'operateurs de vertex d'etre fixes en des coordonnees 
arbitraires. II existe done une dichotomie d'operateurs : les operateurs integres et les operateurs 
fixes. 

Les operateurs integres sont de la forme : 



L'invariance BRST sera dans ce cas totalement equivalente a l'invariance conforme et im- 
pose simplement que (h, h) = (1, 1) et que A soit un champ primaire. C'est-a-dire dans 
l'ecriture utilisee precedemment : 




(2.2.52) 



Imposer au champ d'etre primaire contraint fortement les parametres dont il depend ; en 
particulier, 1' impulsion et la polarisation. 

Les operateurs non integres, fixes, doivent etre, afin de verifier l'invariance BRST, de la 
forme : 



V =: ccO^(z,z) : (2.2.53) 

II s'agit bien d'un operateur de poids (0, 0) qui est done bien invariant conforme et invariant 
BRST. II s'agit de la forme la plus naturelle pour definir un etat physique asymptotique, c'est- 



a-dire pique en un point quelconque de la surface, via la correspondance (2.2.33). 



L'etat du vide est naturellement defini dans ce contexte comme correspondant au champ 
c(z) c(z). Cela permet de definir convenablement les amplitudes du vide, a un point et a deux 
points. Dans les notations precedentes, le ket du vide |0) = |0) <8> \l) et son homonyme anti- 
holomorphe, s'expriment par : 



fi^ 1 '- 1 ) (\Q,z), n,zYj =c{z)c{z) 



(2.2.54) 



II faut a present etudier plus en detail la correspondance etat-operateur que nous avons 
introduit a plusieurs reprises. En particulier, nous allons presenter les operateurs de creation, 
d' annihilation et de sy metric 
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Decomposition des champs de cordes fermees et des courants 



Rappelons les equations de mouvement (2.2.15) de Taction (2.2.13) 



ddX^ = 
dc = Be = 
db = db = 



(2.2.55) 



Puisque dX, b, c et dX, b, c, sont respectivement holomorphe et anti-holomorphe. lis se 
decomposent en series de Laurent : 



dX» = -i 



dX 11 



neN 



neN 



neN 

b = Y,b n Z- n - 2 

neN 



-n+1 



neN 



neN 



-n— 1 



(2.2.56) 



Les conventions sont toujours celles de Polchinski 11971 . Dans ces conventions, les trans- 
formations conformes de chacun des champs sont correctement implementees. Nous pouvons 



promouvoir les equations (2.2.55) et (2.2.56) au niveau quantique, e'est-a-dire a l'interieur 
d'un correlateur, ce qui implique qu'elles sont aussi valables en decrivant les champs X et les 
fantomes par des operateurs agissant dans un certain espace de Hilbert. Par consequent, nous 
pouvons considerer que les coefficients a%, c n et b n sont des operateurs. 



Ces operateurs peuvent etre definis en relation inverse a partir de l'expression des champs 



par 



5£ = - 



lit 

a' J 2tt 

a' J 2tt 
dz 



z n dX"(z) 
z n dX»(z) 



-i >p —z n 2 c z (z) 
-i <P ^z n+1 b zz (z) 



(2.2.57) 



et de facon similaire pour c et b. D'apres les deux premieres expressions, par unicite de 
valeur de X dans l'espace-cible, nous trouvons a$ = 5q. En effet, le long d'un chemin ferme 

7> 



dX» 



n' 7 7 27T 



2^ 



dX» + ^dX» ) = a$ - o£ 

Z7T 







(2.2.58) 



Le mode est l'operateur d'impulsion de la corde, note 
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La decomposition complete de X peut alors etre deduite de (|2.2.56[) sous la forme : 



X»(z, z)=x%- tjp" In \z\ 2 - t J^J2( a nZ- n + a n z~ n ) (2.2.59) 

n6N* 

L'operateur position Xq est associe classiquement a une position de reference de la corde en 
une coordonnee de reference donnee sur la surface. 

Ainsi par transformation conforme, la surface de corde complete - la sphere ici - est decrite 
sous la forme d'un cylindre infiniment long ; ce qui correspond bien a l'intuition d'une corde 
fermee se propageant. Les coordonnees de la surface changent de la facon suivante : z — > e~ lt ~ l<T 
et z — > e~ lt+ia ~ avec a E [0, 2%] et t G R. Ces deux coordonnees decrivent bien un cylindre. En 
terme de ces coordonnees, ( |2.2.59[ ) devient : 



X"(t, a) = x% - a'p 11 1 - iJ y ^ ( a « ^ + 5 « e ~ ina ) (2.2.60) 

D'apres cette formule est bien assimile a l'impulsion de la corde. Les coefficients ot£ 
correspondent quant a eux a des modes de vibration de la corde. lis sont de deux types : les 
modes gauches a n et les modes droits a n , puisque les ventres et les noeuds des oscillations se 
deplacent respectivement le long des trajectoires t + a = const, et t — a = const. Conven- 
tionnellement, les quantites droites et gauches sont respectivement notees avec et sans tilde. De 
plus, le terme mode peut designer Tender n ou l'operateur a n . 

Cette discussion s'applique aussi aux modes des fantomes c n , c n , b n et b n . 



La methode pour decomposer les courants de symetries et en particulier le tenseur energie- 
impulsion est semblable a celle que nous venons de presenter. Nous ne nous interessons ici 



qu'au tenseur energie-impulsion et au courant des translations d'espace-cible (2.2.21 ) : 



n-2 



T(z) = Y J L n 

n 

J»(z)=i J £a»z- n - 1 



(2.2.61) 



Parmi les operateurs L n , trois ont un statut particulier, L_ ls L et L\. lis generent les trans- 
formations conformes completes, c'est-a-dire le long de v(z) = a + (3z + jz 2 . lis verifient une 
algebre SL(2, C). Des formules equivalentes sont obtenues pour les courants anti-holomorphes. 
Outre ces operateurs particuliers, remarquons 1' existence d'une infinite de generateurs L n de 
translations sur la surface. Cela fait de cette CFT une theorie integrable, c'est-a-dire totalement 
resoluble. Cette propriete est assuree par l'holomorphicite du tenseur energie-impulsion. Cette 
contrainte n'est en general pas verifiee dans une variete de dimension d ^ 2 parce que la conser- 
vation de 1' energie-impulsion - mais aussi des autres courants de symetrie - ne se reduit pas 
en d'aussi simples contraintes d'(anti-)holomorphicite. Les algebres sont calculees a l'aide des 
OPE suivantes TJ, TT et J J : 
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& dw f dz z m+1 w n+1 T(z)T(w) = [L m , L n ] = (m - n)L m+n + -^-(m 3 - m)5 m+n 

J Co JC W 12 

(I dw (I dz z m w n J»{z)J u {w) = [<, <] = mS m+n rT 

J Co J C w 

J) dw J) dz z m+1 w n T{z)J»{w) = [L m ,<] = -n< +n (2.2.62) 

J Co J C w 

En premiere ligne, est identifiee l'algebre de Virasoro trit dont L_i, L et Li constituent bien 
une sous-algebre st(2, C). Le generateur L est particulier car il est associe aux changements 
d'echelle rigides. II mesure done le poids h d'un operateur descendant ou primaire - respective- 
ment L mesure h - dans sa decomposition de Laurent suivant son action d'algebre. L' operateur 
q;q est associe a l'impulsion de la corde, il mesure done Le commutateur [L , «q] = in- 
dique que les vecteurs propres de L se decomposent le long des vecteurs propres de Oq. Le 
calcul de 1' OPE JX montre que 1' operateur position verifie le commutateur habituel en 
mecanique quantique [x^,p u ] = ii]^ u . 

L'algebre des operateurs est une algebre d'operateurs de creation et d' annihilation, ce 
qui est clair en les redefinissant par = a%/ y/n. Les seuls commutateurs non nuls sont alors : 



K, $LJ = rT (2-2.63) 

Par convention, les a n>0 sont choisis en tant qu' operateurs d' annihilation et les «_ n = 
(a n>0 ) t en tant qu'operateurs de creation. Par convention, est createur et x M annihilateur. 
Partant d'un vide |0) <g> |0) par application recursive des operateurs de creation et d' annihilation, 
un espace de Fock est decrit. Ce vide est defini par les actions : 



a n > |0) = 5 n > |0) = (2.2.64) 

Les vecteurs de cet espace sont caracterises par les valeurs propres de a et de L , par 
consequent notes h, k). D'apres la signature minkowskienne de la metrique, l'espace de Fock 
n'est pas bien defini a cause des etats de normes negatives. Cependant, ces etats decouplent par 
invariance BRST. Par consequent, si on ne s'interesse qu'aux etats physiques, il est suffisant de 
ne s'attarder que sur ces etats sur la couche de masse et dans la jauge du cone de lumiere, e'est- 
a-dire X° et X 1 fixes done geles. Cependant, ce n'est pas une jauge manifestement invariante 
de Lorentz, done en general, X° et X 1 sont laisses libres et la contrainte de couche de masse 
est imposee implicitement. 

La meme algebre - anti-commutante — est developpee pour les champs fantomes : 



[L , c n ] = -nc n [L , b n ] = -nb n (2.2.65) 

Cette definition donne lieue a l'existence de deux families de createurs et d'annihilateurs. 
La premiere famille d'annihilateurs est definie par c Tt > avec 6_ n = (c n > )^ les createurs corres- 
pondants. La deuxieme famille est generee par la famille b n > et c_ n = (b n > o y respectivement 
annihilateurs et createurs. II faut introduire deux vides ||) = c\ |0) et ||) = c cx |0) tels que : 
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c n >o 14) = b n>0 It) = 
Co 14) = It) b |t) = ||) 
c n >o It) = b n > |4) = 



(2.2.66) 



Tout ce materiel peut etre utilise pour exprimer le tenseur energie-impulsion et done L n , 



d'apres les formules (2.2.21 ). Cependant, il faut definir un ordre normal d'operateur ° ° equivalent 



a l'ordre normal des champs : :. II doit etre tel que si Ton evalue un courant dans le vide, le 
resultat est defini pour tout z et compatible avec la definition du champ primaire du vide cor- 
respondant (12.2.541). Pour cela, il faut definir ° ° tel que dans 1' expression resultante, tous les 



annihilateurs sont a droite et les createurs a gauche, a une constante additive pres. 



Le vide fondamental et son adjoint sont choisi conformement a (2.2.54), ce qui revient a se 
placer dans la jauge de Siegel b \phys) = 0, e'est-a-dire : 



|n> = |o) s |4) = Cl |o) ® |o) s , 
(fi| = (o|®(4| = (o|®(o| 9 , c _ lCo 



(2.2.67) 



Et nous obtenons alors pour expression des modes du tenseur energie-impulsion, la formule 
suivante : 



(2.2.68) 



ne_N 



n-eN 



La constante additive 5 m doit permettre de retrouver l'identite (Q\ L = —1 par compa- 
raison a (T(z)} = —z~ 2 . Et on trouve 5 m = —5 m0 . Enfin, remarquons l'identite suivante : 



L a^ n a u _ m \Q) = {n + m)a^ n a"_ m \Q) 
L c„ n b_ m \Q) = (n + m)c_ n 6_ m \fl) 



(2.2.69) 



En theorie bosonique, tout vecteur propre peut done etre caracterise par 3 nombres :le poids, 



l'impulsion et le mode N. On ecrit 



h,k,N,i 



h, k,N,l) tel que 



h,k,N,l 
h, k, N, 4 



/i,fc,iV,4)P 



k 2 

h,k } N,l)h avech = a'— + N-l 



(2.2.70) 



et similairement sur les kets du secteur droit. II faut en outre imposer au tenseur energie- 
impulsion les contraintes de Virasoro. Elles demandent l'annulation du tenseur energie-impulsion 
sur la surface de corde et sont une consequence des equations du mouvement de la metrique de 
la surface [69 ] . En effet, sur une surface de Riemann, le tenseur d'Einstein-Hilbert verifie trivia- 
lenient Gab = puisque R a b = Rg ao /2. Alors, T a b = et cela se traduit en langage operatoriel 
par : 
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L m >o \phys) = 



(2.2.71) 



sur tout etat physique \phys). En effet, puisque (T) = (phys\ L^ n z n ~ 2 \phys) il suffit 
d'imposer cette contrainte en utilisant L n = L_ n par hermiticite du tenseur energie-impulsion. 
Les contraintes de Virasoro deviennent done une condition de physicite des etats de l'espace de 



Hilbert. Si Ton retourne a la formule (2.2.70), cela impose entre autres : 



k 2 

h = a'— + N-l = 
4 

k 2 

h = a'— + N - 1 = (2.2.72) 
4 

II en resulte une condition d'identification des niveaux d'excitation N = N appelee en 
anglais level-matching et la formule de masse : 



m 2 = —k 2 = —(N — 1) (2.2.73) 

a' 

Le fondamental N = est clairement tachyonique, e'est une caracteristique de la theorie des 
cordes bosoniques, qui admet des tachyons de cordes fermees et ouvertes. L' ensemble d'etats 
suivant iV = 1 est non-massif. Ces derniers sont tres interessants car ils admettent parmi eux un 
champ tensoriel de spin 2 : le graviton. Les modes suivants sont tous massifs. Puisque la limite 
naturelle de theorie des cordes est a' = i 2 s — > 0, les gaps de masse carre Am 2 = A/ a' sont quasi- 
infinis, de sorte qu'en oubliant le fondamental tachyonique, les cordes massives decouplent et 
ne restent que les cordes non-massives. Ces dernieres constituent ainsi la partie du spectre de 
corde physiquement interessante. 



Correspondance etats-operateur de vertex : definition explicite 

La correspondance entre les etats et les operateurs est obtenue en utilisant ( |2.2.57 ). Dans 
l'hypothese ou les champs peuvent etre definis sans ambigui'te, dX(z) par exemple, holo- 
morphes reguliers en leur point d'insertion z, alors il est possible de relier les operateurs de 
creation a des operateurs de vertex par developpement en serie de Taylor. Ceci permet de definir 
explicitement la correspondance etat-operateurs. Ainsi, a position fixee elle est donnee par : 



\k",n,z) — > :c(z)e ik » x : 

a^_ n \Q,z) — )• : c{z)d n X{z) : 

c. n \Q,z) — >• : c{z)d n+1 c{z) : 

b_ n \n,z) — ► : c(z)d n ~ 2 b(z) : (2.2.74) 



La premiere identite est obtenue par comparaison entre Taction du courant de translation 
sur l'operateur de vertex et Taction de cto sur Tetat. Seule la partie holomorphe est presentee 
ici. Evidemment, les formules equivalentes existent pour la partie non-holomorphe. 
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De maniere generale, ces operateurs sont des descendants. Seule une minorite d'entre eux 
sont des operateurs primaires. Ceux-ci correspondent aux etats de plus haut poids verifiant par 
definition L n > \ip) = et contenus dans l'espace de Hilbert %. 

Tout etat du spectre - et son operateur de vertex associe - est obtenue par combinaison de 
l'ensemble des modes createurs sur le ket d'impulsion k^. Par la correspondance ainsi donnee, 
il suffit ensuite de remplacer chaque mode par son operateur. 



2.2.4 Spectre physique et contrainte BRST, etats et operateurs de vertex 

La formule de masse precedente permet de decomposer l'ensemble des etats de l'espace de 
Hilbert le long d'un spectre de masse. A chaque niveau de masse, formellement identifie par N, 
il existe un certain nombre d'etats physiques, la condition etant que L m > \phys) = 0. En toute 
rigueur, puisque la jauge a ete fixee en introduisant des champs fantomes, il faut plutot imposer 
la condition d'invariance BRST Qb \phys) = 0. La charge BRST Qb est definie par l'integrale 
de contour : 



Q B = -L Ldzj B (z)-dzj B (z)) (2.2.75) 
2m J 

dont le contour encercle 1' operateur sur lequel la charge agit. La contrainte BRST est for- 
mellement similaire a la contrainte d'invariance conforme puisque CFT C BRST. Mais de 
nouvelles contraintes liees a la cohomologie BRST "Hf erm e Inexact sont imposees. La contrainte 
BRST constitue la condition de fermeture et construit l'espace de Hilbert des etats fermes BRST 
'Hferme- Les etats exacts BRST sont donnes par Q B \x) avec \x) un etat quelconque non physique, 
car pour c = la nilpotence Q\ = est verifiee. La nilpotence implique en outre que Qb\x) 
est un etat nul. L'espace de Hilbert des etats exacts BRST 1-L exact est obtenu ainsi. 

La condition de jauge de Siegel, brievement introduite et utilisee precedemment dans la 



formule (2.2.67), est obtenue en choisissant l'espace de Hilbert appartenant a la cohomologie 
BRST. II s'agit en realite d'un choix arbitraire du vide fantome \l) equivalent a l'inclusion des 
champs cc(z) dans tout operateur de vertex a position fixee. Ainsi, le vide | j) aurait a priori pu 
etre choisi en tant que vide fondamental. L' etude de la cohomologie BRST montre cependant 
que |t) = Qb \i) et que |f) n'apparait done pas comme un bon etat de depart pour construire 
l'espace de Hilbert de la cohomologie. 



Les deux premiers niveaux sont alors : 

• Le tachyon fondamental \k, 0, 4-)® \k, 0, \) qui verifie simplement a'm 2 = —4. L'operateur 
de vertex correspondant est obtenue par la correspondance introduite precedemment et 
qui donne a position fixee : 

V T = cce Lk ^ x \z) (2.2.76) 



et integre simplement : 



V T = / d 2 ze ik ^(z) 



(2.2.77) 
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• Le premier etat excite \k, 1, ^) (g) \k,l,\) de masse m 2 = 0. Les deux secteurs droits et 
gauches sont equivalents. Le detail du secteur gauche est le suivant : 

\k,l,l) = £ li a£ 1 \k,0,l) (2-2.78) 

dont la polarisation ^ verifie la relation ( p k^ = mais n'est determinee qu'a une trans- 
formation de jauge pres Q t ~ ( p + \/2a' fik^ avec (3 un nombre. Pour l'etat complet nous 
devons plutot introduire la polarisation £ M „ mais le nombre de contraintes est alors double. 
En tout cela fait 24 x 24 degres de liberie. 
L'operateur de vertex correspondant a cet etat est simplement : 

V c = cc^ v dX^dX v ^ x \z) (2.2.79) 

Par la decomposition = h( pu ) + b[ flI/ ] + rj^ u & cet operateur decrit le graviton, tenseur 
symetrique sans trace, le champ de Kalb-Ramond anti-symetrique, et le dilaton $ scalaire 
et correspondant ici a la trace. 



2.2.5 Amplitudes et OPE 

Cette section et ce chapitre seront termines en etudiant les amplitudes et leurs relations aux 
OPE definis precedemment. Une fois la correspondance connue entre les etats et les operateurs 
de vertex, on peut exprimer les amplitudes a N-points sur la surface de corde, c'est-a-dire les 
elements de matrice-S on-shell. Puisqu'une amplitude s'ecrit lineairement, il n'est pas possible 
d'exprimer une amplitude generale a plus de 2 points uniquement a partir d'etats asymptotiques 
de type \tp, z). II est done necessaire d'exprimer les etats sous forme de fonctions d'operateurs 
agissant sur les etats asymptotiques du vide ou plus generalement sur des etats physiques. Les 
operateurs de vertex jouent ce role. En outre, il y a correspondance entre les operateurs qui 
agissent sur l'espace de Hilbert et les champs de la theorie conforme. Cette correspondance est 



etablie par la formule (2.2.33) et s'exprime pour les amplitudes, ici a l'ordre des arbres, par : 



J Y[d 2 Zl (^,oo\T[V(z u z 1 )V(z 2 ,z 2 )}...\^',0} 

]Jd 2 z t (T[V;(oo)V(z 1 ,z 1 )V(z 2j z 2 )...V^(0)}) (2.2.80) 



avec T l'operateur d'ordre en temps conforme, c'est-a-dire qui ordonne dans le plan com- 
plexe \zi\ > \z 2 \ > .... Les points z — > et z — > oo dans le plan complexe sont les equivalents 
conformes des infinis temporels asymptotiques - sur la sphere, ils correspondent aux poles sud 
et nord. Les operateurs sont des poin§ons de la surface aux points d' insertion. On note les 
operateurs avec un chapeau. A gauche, les operateurs V sont des fonctions des operateurs fon- 
damentaux (a n , c n , b n , . . .). A droite, les champs V sont des fonctionnelles des champs fonda- 
mentaux (X^, b, c, . . .). Attention l'operateur V^(oo) est defini de maniere particuliere car, tech- 
niquement, il faut subdiviser la sphere en deux hemispheres colles a l'equateur avec certaines 
conditions de collage conformes ||97ll98ll . Done V est le transforme conforme de V suivant la 
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transformation correspondante a la fonction de transition a l'equateur, qui est z — > u = l/z. 

L' amplitude sans insertion s 'appelle fonction de partition, a l'ordre des arbres ici et est notee 
Z. L' amplitude depend evidemment de la theorie de surface, c'est-a-dire de Taction de surface 
S ou de l'hamiltonien H suivant la description choisie et de la geometrie - par exemple le 
disque ou la sphere, mais aussi le cylindre ou le tore. En ce sens, la fonction de partition est une 
donnee importante car elle caracterise la theorie quantique, nue. C'est en particulier le cas de 
la fonction de partition cylindrique. Nous y reviendrons dans le cadre des supercordes, dans la 
section IT. 3 .31 

Du point de vue des operateurs, la definition de la theorie, c'est-a-dire de Taction de surface, 
modifie les relations de commutations. Du point de vue des champs, elle modifie les formules 
d'OPE. En general, une amplitude est completement determinee par Texpression des OPE. En 



fait en theorie conforme, la connaissance des OPE a 2 points (2.2.38), c'est-a-dire les valeurs 
des fonctions a 3 points, suffit a resoudre entierement la theorie, done a calculer toutes les am- 
plitudes. Par exemple, a partir de TOPE des champs X M en espace plat et dans le plan complexe, 
TOPE de N operateurs : e tktiXI * (zi, z/) : est exactement determinee : 

N N N 

J] : e^(^) := U I* - z s f^ : Jp^(^) = (2-2.81) 

i=i i<*<i i=l 

Dans ce cas la fonction de correlation de ce produit donne T integrate : 

N N-l N IN \ 

/ n @ (n - i^i) n i* - ( : ■ ) 

J i i=l l<i<j \ i=l I 

La valeur du correlateur regulier est simplement une fonction delta de Dirac a D dimensions 
$ {Yui k )• La fonction 6(x) est la fonction theta de Heaviside, valant 1 pour tout x > et 



sinon. Par la suite, pour obtenir exactement Tamplitude (2.2.80) sur la sphere, il faut d'abord 
fixer la position de trois operateurs de sorte de fixer la jauge SL(2, C) du groupe des CKV 
sur la sphere, typiquement sont choisies les coordonnees (0, l,oo). Puis, il faut appliquer la 
transformation conforme z — > l/z a Toperateur le plus a gauche qui refoit la position oo. Cela 
s'exprime finalementpj par : 

N „ N N-l N ... ... N ... ... 



Zi 



i=l i=4 i=4 4<i<j i=4 

(2.2.83) 

Les integrales finales s'expriment en generale a Taide de fonctions T et constituent des 
amplitudes de Veneziano. La formule presentee ci-dessus est la fonction de correlation de N 



tachyons de cordes fermees en theorie bosonique. La formule d'OPE (2.2.81) sera reutilisee 



dans les calculs de la fonction de partition du systeme brane-antibrane separe. 



Nous passerons maintenant a la definition de la theorie de supercordes et des theories super- 
conformes. 

13. On renomme les coordonnees Zi de sorte que sont fixees (zi, 23) = (0, 1, 00). 
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2.3 Supercordes et theorie superconforme 

En theorie bosonique, le spectre de particules ne contient que des bosons et ne peut done pas 
correspondre a une physique realiste qui contient, comme nous le savons bien par experience, 
des particules fermioniques. En fait, il est possible de construire des spineurs d'espace-cible HlOOl 
|98l|69l[39l[53]| en theorie des cordes. Nous allons nous concentrer sur le formalisme des cordes 
RNS, qui introduit les fermions dans la surface de corde. Mentionnons cependant qu'il existe 
aussi un formalisme dans lequel on introduit les fermions directement dans l'espace-cible : les 
cordes de Green-Schwarz. Nous n'aborderons pas leur sujet ici car nous n'en ferons pas usage, 
mais je renvois aux ouvrages Il53l 1541 . Dans le formalisme RNS, il faut ajouter des degres 
internes fermioniques (ip^,ip^) en nombre a priori arbitraire sur la surface de corde, e'est-a- 
dire avec a = 1 . . . Nl et b = 1 . . . Nr. Avec les bosons (X£, Xp) ils forment sur la surface 
de cordes une theorie supersymetrique N = (Nl, Nr). En realite, on devrait plutot parler de 
theorie de supergravite a 2 dimensions, car les transformations de supersymetrie sont definies 
localement sur la surface. 

Nous obtenons ainsi la theorie de supercordes qui est une theorie de particules bosoniques 
et fermioniques verifiant eventuellement une ou plusieurs supersymetries d'espace-cible. On 
distingue 5 theories de supercordes de dimension 10 : types IIA et IIB qui sont des supergravites 
de type II done J\f = 2 ; type I, une supergravite de type I done J\f = 1 ; et enfin deux theories 
heterotiques definies sur les groupes SO (32) ou E$ x E 8 . Ces deux dernieres sont obtenues en 
imposant une supersymetrie de surface N = (0, 2) et les 3 premieres sont construites de sorte 
qu'elles verifient une supersymetrie de surface N = (1, 1). Nous n'etudierons dans la suite que 
les types IIA et IIB car il s'agit du cadre de mon travail de these. Les cordes de type I sont non- 
orientees et couplent naturellement a des cordes ouvertes non orientees, tandis que les types II 
sont orientees et a priori des theories de cordes fermees exclusivement - mais fa n'est pas tout 
a fait le cas comme nous le verrons. 

2.3.1 Action et symetrie superconforme 

Pour construire les theories de type II en formalisme RNS, il faut introduire Taction suivante 
sur le plan complexe directement, selon les conventions de Polchinski ll98l : 



II s'agit d'une theorie conforme, en l'occurrence libre puisqu'il n'y a pas de couplages, de 
charge centrale holomorphe c = 3D /2 et antiholomorphe c = 3D /2. Les bosons sont chacun de 
charge (c, c) = (1, 1) et les fermions holomorphes (ou gauches) ^ M sont de charge (1/2, 0) tan- 
dis que les fermions antiholomorphes (ou droits) ip de charge (0, 1/2). Pour simplifier, pla§ons 
nous maintenant dans minkowski G^ u = r/^. Nous reviendrons plus tard sur des configurations 
plus generales dans la discussion sur le modele sigma. 

Champs de matiere 

Le tenseur energie-impulsion total est aisement obtenu : 




(2.3.1) 
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T(z) = -^dX»dX^ - l -Vd^ (2.3.2) 



Les fermions verifient les equations du mouvement suivantes : 



dip" = 

dip" = (2.3.3) 

De sorte que ip est holomorphe et ip anti-holomorphe. Une caracteristique essentielle de 
cette theorie est la supersymetrie de surface. Elle s'exprime par les transformations suivantes : 

8X*(z, z) = ^ (-v(z)r(z) - r){zyr(z)) 
6r{z) = ^^dX^z) 

8fr(z) = \ —, r}(z)*dX"(z) (2.3.4) 
V or 

avec T](z) un parametre fermionique done anti-commutant. Elles se nomment transforma- 
tions superconformes et sont generees par le courant de supersymetrie : 



j v (z) = r](z)T F (z) et %{z) = r}(z)*T F (z) 

T F = i^rdX, et T F = iJ^frdX lx (2.3.5) 

L' ensemble ferme constitue des transformations conformes et superconformes forment Valgebre 
superconforme sachant que le commutateur de deux courants superconformes donne un courant 
conforme. 

Les OPE fondamentales des champs sont derivees a partir de Taction et sont : 

X"(z, z)X u {w, w) ~ -%-Tf v In \z - w\ 2 



iP"{z)ip u {w) 



z — w 



ip"(z)ip u (w) ~ ^— (2.3.6) 
z — w 



Desquels l'algebre superconforme suivante est deduite 



3(rf+l)/4 2 rr( 1 

T{z)T{w) ~ — + ^T(w) + dT(w) 

(z — (z — w) 2 z — w 

T(z)T F (w) ~ 3/2 T F (w) + -^—&T F (w) 
(z — w) 2 z — w 

T F (z)T F (w) ~ , d + \ + -^—T(w) (2.3.7) 
(z — w) 6 z — w 
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Nous identifions done c = 3(d + l)/2. Une theorie des champs verifiant cette symetrie 
superconforme est appelee SCFT, e'est-a-dire super-CFT. Ici le nombre de supersymetries de 
surface en fonction des secteurs gauche et droit est iV = (1,1). Nous pourrions cependant 
ajouter plus de supersymetries, de sorte que T F — > T F avec a — 1 ... N. Nous ne calculerons 
pas explicitement les transformations conformes de tous les champs. Mentionnons simplement 
que ip est de poids (1/2, 0) et ip de poids (0, 1/2) tandis qu'ils participent a la charge centrale 
de c = c = 1/2. Pour les champs X rien ne change par rapport a la section precedente. 

Fantomes et super-fantomes 

Nous ne devons pas oublier qu'il faut ajouter des fantomes une fois que la jauge de la 
symetrie SCFT est fixee par la methode de Fadeev-Popov. Ici en revanche, nous devrons ajouter 
une nouvelle paire de fantomes (/?, 7) bosoniques et commutants, aux fantomes deja introduits 
dans la theorie bosonique. Pour ces champs, nous construisons le tenseur energie-impulsion et 
le generateur super-conforme : 



avec Tf, c le tenseur energie-impulsion des fantomes (6, c). Nous n'expliciterons pas ici les 
transformations conformes de tous ces champs, mais nous mentionnerons simplement que (/3, 7) 
sont holomorphes de poids (3/2, —1/2). Leur contribution totale a la charge centrale est c = 11 
tandis que les fantomes (6, c) contribuent de c = —26. 

Comme nous l'avons fait precedemment, nous pouvons maintenant construire un courant 
BRST. II est ici donne par la combinaison : 



et son equivalent anti-holomorphe. Ultimement e'est ce qu'il faudra appliquer aux operate urs 
de vertex une fois la jauge fixee dans l'amplitude pour en faire des operateurs physiques, e'est- 
a-dire invariants superconformes. 

Supercordes critiques et amplitude de Polyakov 

La limite de theorie critique est atteinte quand l'amplitude est exactement invariante conforme, 
en particulier au niveau quantique. L'anomalie etant proportionnelle a la charge centrale, il faut 
imposer c tot = 0, soit ici : 




7<9/3 3 



(2.3.8) 




(2.3.9) 



c tot — 



3(d + l) 



+ 11-26 



2 



3(d + 1 - 10) 
2 



= 



(2.3.10) 
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Ceci impose d + 1 = 10 comme nous l'avancions dans la section bosonique. L' amplitude 
de Polyakov en theorie critique a jauge fixee est finalement : 

(f[ Va{K) ) = I Q(SCKV) J VbVcV ^ J 

(2.3.11) 

en divisant par le groupe des 5M/?er-CKV[^J II est equivalent de fixer les positions d'au- 
tant d' operateurs que de SCKV mais la procedure exacte necessite d'introduire la bosonisation 
et les picture que nous ne verrons pas ici mais que la litterature decrit deja abondamment - 
voir par exemple [|39ll98ll . Les operateurs de vertex ont des formes plutot complexes s'ils sont 
decomposes sur les champs X et tp mais nous les introduirons plutot dans le formalisme du 
super-espace ou ils sont plus aises a definir. 

2.3.2 Modes et etats asymptotiques 

Secteurs R et NS et series de Laurent 

Afin d'introduire les modes comme en theorie bosonique, nous pouvons simplement developper 
les champs holomorphes et anti-holomorphes en serie de Laurent. Ce ne sera cependant pas 
aussi direct ici car nous devons distinguer deux types de secteurs. En effet, puisque toute obser- 
vable est bosonique, 1' expression est necessairement paire dans les fermions. Ainsi deux types 
de conditions periodiques sur le plan complexe peuvent etre imposees : 



Neveu-Schwarz (NS) : ^(e i27T z) = ^{z) 

Ramond(R) : ^(e i2n z) = -^(z) (2.3.12) 

Dans la description du cylindre, le secteur NS est anti-periodique par rotation complete 
autour de la direction compacte et le secteur R periodique. Le long de ces secteurs les series de 
Laurent sont : 

NS : ^(z) = C^ r ~ V2 
rez+i 

R: ^( z ) = ^^ z -r-i/2 (2.3.13) 

Et de meme dans le secteur anti-holomorphe en remplafant ip par ip et z par z, II y a une cou- 
pure dans le secteur R ce qui est important pour les relations d' anti-commutation des operateurs. 
Sans rentrer dans les details elles sont donnees par : 



{<, = {<, O = iT *r,-. (2-3.14) 



14. La generalisation supersymetrique des vecteurs de Killing conformes (CKV) introduit dans la section 



2.2 
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La correspondance entre les modes et les operateurs est permise par les identites integrates 
suivantes : 

i> r = ^-J dzz r ~ l ^(z) (2.3.15) 

Dans la limite ou chaque champ peut etre defini correctement en un point donne en extra- 
yant les divergences des series de Laurent par une generalisation de l'ordre normal, les modes 
correspondent precisement a des operateurs de vertex reguliers en leur point d' insertion. Par 
exemple pour un champ NS : 

^_ 1/2 _ r — ► ^cTV(O) (2.3.16) 

Pour ce qui est des champs R, il n'existe pas de relation aussi simple a cause de la coupure 
dans l'integrande (r est entier). II faut en fait definir des operateurs de spin, que nous n'intro- 
duirons pas ici, mais dont nous mentionnons simplement l'existence. Les decrire necessiterait 
d'introduire la bosonisation et ce sont des considerations qui sont en dehors du sujet de la 
presente these. 

Les champs fantomes superconformes 7) etant obtenus par supersymetrie a partir des 
fantomes (b, c) et le generateur de supersymetrie etant un spineur de surface verifiant lui-meme 
les conditions NS ou R, nous avons que le developpement en serie de Laurent de ces fantomes 
est : 

1 {z)= lrz- r+1 ' 2 (2.3.17) 

avec v — dans secteur NS et v — 1/2 dans R. lis verifient le commutateur [7,., f3 s ] = S r - S . 
En terme de tous ces operateurs, les expressions des operateurs du tenseur energie-impulsion et 
du tenseur super-conforme se developpent suivant : 

T F (Z)= GrZ- r -" 2 

T{z) = Y,L n z- n - 2 (2.3.18) 

n 

dont l'algebre complete est donnee pour c = par : 



[L m , L n ] — (m — n)L m+n 
{G r , G s } = 2L r+s 

[L m ,G r } = — - — G m+r (2.3.19) 
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A partir des expressions (2.3.2), (2.3.5) et (2.3.8) nous obtenons 



Lm = 2 ^ ] ° a m-n a fJ.,n° + ^ ^ ] ~~ m )° '0m-rVV>>"° 

rcSZ rSZ+i/ 

L t = J2( m + n y° bm ~ nCn ° + ^(^-2r)o/3 m _ r7 ,-o (2.3.20) 

nGZ reZ+f 

<J> l_T, r "f- (_T r 

neZ 

G f = - + + 2& n7r-n ) (2.3.21) 

nez ^ ' 

avec a = —1/2 dans le secteur NS et a = dans secteur R. 

Constructions des etats physiques 

Les etats physiques construits dans la theorie a jauge fixee doivent etre tels qu'ils sont inva- 
riants BRST. lis sont obtenus par application des divers modes que nous venons d'introduire sur 
le vide NS ou R et doivent correspondre bijectivement a des operateurs de vertex eventuellement 
primaires ou descendants de maniere plus generale, par la correspondance etat-operateur que 
nous avons deja vu dans la theorie bosonique. La contrainte d'invariance BRST s'exprime par 
la formule de fermeture : 



Q B \phys) = (2.3.22) 

et puisque Q\ = quand c = nous savons que tout etat physique doit appartenir a la 
cohomologie BRST ~ 'Hferme/'Hexact ou un etat exact est simplement \phys'} = Qb\x)- Les 
vides NS et R sont tels que : 

Lo\0) NS = -\\0) N8 L \0) R = 

€>o \0) NS = V&o |0>a = Vo* |0> fl = |0% (2.3.23) 

Les modes zeros du secteur R ipQ jouent le role de matrices 7^ en 10 dimensions et forment 
les generateurs d'une algebre de Clifford {ipQ, ?/>q } oc Tf v . Les vides \0) R en sont une representation 
spinorielle de dimension 32 et notee 32 reductible en deux representations de Weyl 16 + 16' 
suivant la valeur propre de l'operateur de chiralite, respectivement +1 pour l'une et — 1 pour 
1' autre. Cet operateur de chiralite est ici note (— 1) F dans le secteur gauche et (— 1) F dans le 
secteur droit. L'operateur F nomme nombre fermionique anti-commute avec tout fermion de 
surface de corde, y compris les fermions fantomes et ceux du secteur NS. 

Le vide NS contient une contribution de fantomes telle qu'il verifie : 



(-i) F |o)^ = -|o) 



(2.3.24) 
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La construction des etats et des operateurs est assez similaire au cas bosonique, done nous 
ne developperons pas la methode. II est plus interessant de comprendre comment apparaissent 
les differentes theories de type II, par exemple, en introduisant la fonction de partition et les 
projections GSO. 

En effet, par les valeurs propres de l'operateur de chiralite et par la decomposition RNS sur 
chaque secteur droit et gauche, quatre secteurs se distinguent pour les cordes fermees ainsi que 
quatre jeux de valeurs propres de chiralite : 



NS±NS± NS±R± R±NS± R ± R± (2.3.25) 

Les secteurs NS-NS et R-R sont bosoniques - un bi-spineur est un boson tenseur - et les 
secteurs NS-R et R-NS spinoriels done fermioniques. Le spectre developpe dans ces secteurs 
peut etre reduit en classes supersymetriques et non-supersymetriques, comme nous allons main- 
tenant le voir en introduisant la projection GSO. 

super-espace et operateurs de vertex 

Mais avant cela, etudions brievement le super-espace et comment y definir une action de 
surface de corde et des operateurs de vertex. Le super-espace N = (1, 1) est defini par le couple 
de coordonnees (z, z, 9, 9) avec (9, 9) des variables de Grassmann anti-commutantes. Nous y 
definissons un superchamp $ par developpement de Taylor : 



$(z, z) = <f>(z, z) + 9tp(z, z) + 9ip(z, z) + 99F(z, z) (2.3.26) 

ou les champs 0, ip, ip et F sont superpartenaires par action de supersymetrie. En general, F 
est champ auxiliaire et doit s'annuler sur son equation du mouvement. Ainsi, nous introduisons 
les champs bosoniques et fermioniques superpartenaires dans un seul et meme champ X tel 
que : 

X(z, z) = X(z, z) + i^94>{z) + i^9ij{z) + 99F(z, z) (2.3.27) 

En introduisant la super-derivee D = de + 9d et la super-integrale f d 2 zd 2 9 qui s'ap- 
pliquent selon les conventions habituelles, Taction correspondante, toujours dans Minkowski, 
peut s'ecrire : 



Ssu P er = ^7 J d 2 zd 2 9 DX^DX^ 

Nous avons decompose les champs dans la seconde ligne et applique la derivee et l'integrale. 
Le champ auxiliaire s'integre trivialement et disparait simplement sans consequence pour re- 
donner Taction originelle. En general, la convention a' = 2 est choisie, de sorte que le facteur 
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a/2/o:' disparait, ce qui est souvent plus commode a utiliser. Cependant nous utiliserons plutot 
dans la suite a' = 1 qui est une convention plus habituelle et commune avec la theorie boso- 
nique. 



Les OPE du champ X sont directement dans le super-plan complexe : 



X"(z, 6)X u (w, 9') = — y In \z - w - 99'\ 2 (2.3.29) 
En developpant les membres de gauche et droite on retrouve les formules explicites des OPE 



des champs X et ip donnees en debut de section dans la formule (2.3.6 ) 



Dans ce formalisme, les expressions des divers operateurs de vertex integres, correspondant 
aux champs du secteur NS, sont aisement obtenues. Dans le secteur R, la construction est plus 
delicate car il faut introduire des champs de spin, ce que nous ne ferons pas ici car nous n'en 
aurons pas specifiquement besoin, mais nous recommandons le lecteur vers ll9~8l . 



Le tachyon NS est exprime par l'operateur de vertex integre dans le super-espace : 

V T = f d 2 zd 2 6 e lk ^ (2.3.30) 



II doit verifier la condition de masse a'm 2 = —k 2 = —2 qui apparait naturellement en de- 
mandant que l'operateur complet integre soit invariant conforme. Le poids de l'operateur 
exponentiel est (h, h) = (k 2 , fc 2 )/4etceluide6 l et respectivement (—1/2, 0) et (0,-1/2). 

Le premier etat excite NS est donne par l'operateur de vertex suivant : 

V c = J d 2 zd 2 DWDX" e ik ^ (2.3.31) 

de masse m 2 = 0. On l'identifie naturellement au graviton, Kalb-Ramond et dilaton 
comme dans la theorie bosonique, sachant que la polarisation tensorielle verifie egalement 
des conditions d'orthogonalite avec l'impulsion k^C^ v = ce qu'on montre en etudiant 
en detail l'invariance BRST des etats eux-memes. 



En developpant ces operateurs et en integrant sur les coordonnees grassmannienne, une 
formule completement decomposee sur les champs X et if), mais aussi F en general, est obtenue. 
Leur formule explicite est relativement complexe et longue, d'ou l'interet du formalisme de 
super-espace. 



2.3.3 Construction des theories de type IIA et IIB : Fonction de partition 
et projection GSO 

Une projection permet de reduire le spectre en deux classespjcoherentes IIA et IIB^] Dans 
chacune de ces classes, la supersymetrie doit permettre de supprimer l'energie du vide. Elles 

15. II ne s'agit cependant pas d'un partitionnement. 

16. Par d'autres projections, on trouve aussi IIA' et IIB' identiques a IIA et IIB, mais aussi OA et OB qui ne 
sont pas supersymetriques. 
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sont donnees explicitement par : 



IIA : NS + NS+ R + NS+ NS + R - R + R— 

IIB : NS + NS+ R + NS+ NS + R + R + R+ (2.3.32) 

En theorie des cordes fermees, l'energie du vide est calculee au premier ordre a partir de 
la fonction de partition a une boucle dans le vide par la formule F = kTlnZ, avec T la 
temperature et k la constante de Boltzmann, et Z = Z S 2 + Z T n. La fonction de partition est 
normee de telle sorte que Z S 2 = 1 et par consequent F = kTZ T 2. L'energie du vide est ainsi 
reliee au premier ordre au diagramme de corde toroidal. 



Comme nous l'avions vu dans la section 2.1 il existe plusieurs classes de tores representees 



par un nombre complexe, le module r = t\ + ir 2 dont les valeurs sont prises sur la variete du 
groupe SL(2, C). En outre, puisque le tore est une boucle, apres derivation d'un spectre complet 
explorant un espace de Hilbert T-L tot nous pouvons exprimer la fonction de partition comme la 
trace de l'operateur de translation sur la surface de corde parametree par le module. 

Z T 2 = Tr H tot e 27TiTlP ~ 27TT2H (2.3.33) 

Les operateurs de translation H = L + L et P = L — L respectivement hamiltonien et 
spin sont derives du tenseur energie-impulsion sur la sphere, car ce sont des operateurs locaux 
qui ne dependent pas de la topologie mais uniquement de la theorie des champs locale. Pour 
calculer le diagramme du tore, il faut cependant se replacer, par transformation conforme, dans 
la description cylindrique de la corde, a la difference de la description faite sur le plan complexe. 
Par consequent il faut transformer H et P qui ne sont en general pas des operateurs primaires, 
sauf si (c, c) = 0. Dans le cas contraire, la transformation exacte donne H — > H — ^ et 
P^P-^f, soit : 

Z t (t) = Tr e ^ lP -2nT 2 H 

= {qq)~ c/2A Tr q L °q^ (2.3.34) 

La contrainte c = c est imposer pour 1' absence d'anomalie gravitationnelle. Nous avons 
introduit la notation q = e 2nlT etq = e~ 2mT . 

Maintenant, par application de H et P dans un fond trivial, les secteurs fondamentaux 
(c = 1) mais aussi ^ (c = 1/2), avec [i = . . . d, ainsi que tous les champs fantomes, ne se 
melangent pas entre eux. C'est une consequence de la separation du tenseur energie-impulsion 
en chacune de ces contributions et de 1' absence de melange par OPE. II faut comprendre que 
chaque secteur jj, est en fait une representation irreductible de l'algebre de Virasoro. En re- 
vanche, ils peuvent se melanger entre eux par des transformations externes, par exemple groupe 
de Poincare ou supersymetrie. A l'inverse chaque secteur peut verifier une symetrie interne 
supplementaire le long de laquelle la representation de Virasoro est reductible, nous en avons 
vu un exemple dans 1' etude du tachyon par Sen, ce qu'on appelle les algebres de courant. 



D'apres sa forme, nous pouvons factoriser la fonction de partition (2.3.34 ) sur autant de sec- 
teurs existants. Nous comptons d secteurs fj, et 1 secteur de champs fantomes supersymetriques 
{c, b, p, 7}, soit : 
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Mr) = (qq) {W - d)/l6 ( Tr x q L °q L °) X ( Tr f (-1) V°9 V 

x ( Tr 6>c (-1) V ?^) x ( Tr p>1 q Lo q^ (2.3.35) 

Nous avons inclus l'operateur de nombre fermionique d'espace-cible F, necessaire pour 
retablir la periodicite imposee par la geometrie du tore. La contribution des fantomes compense 
exactement deux facteurs bosoniques et fermioniques, de sorte que d — > d — 2. Remarquons 
en outre que la charge centrale est proportionnelle a d — 10 et par consequent ne s'annule qu'a 
condition que l'espace ait 10 dimensions. 

Afin qu'elle soit bien definie, cette fonction doit en outre verifier l'invariance par trans- 
formation modulaire r — > r + letr — > — 1/r qui conserve le tore. Or toutes les combi- 



naisons (2.3.25) ne verifient pas cette invariance, seulement celles que nous avons cite, dont 
surtout (2.3.32), le font. La projection GSO est introduite pour les theories IIA et IIB telles 
que dans la premiere les secteurs R droits sont de chiralite — 1 et tous les autres +1 ; dans la 
deuxieme tous les secteurs doivent etre de chiralite +1. Du point de vue de la trace sur les 
secteurs ip et ip, nous avons done : 



IIA : 7r^ P GSO (-l) F q Lo q Lo 



IIB : Tr^P^ 50 (-l)V g Lo = ( Tr 




Ces theories verifient une supersymetrie d'espace-cible. Cela se voit entre autres par la 
suppression de la fonction de partition dans Minkowski. En effet, elle s'exprime en fonction 
de l'identite abstruse de Jacobi : 



^ 3 4 - ^ 2 4 - ^ 4 4 = Z T 2 = (2.3.37) 

Les fonctions $j sont les fonctions theta de Jacobi [|971 . Par consequent dans ces theories, 
l'energie du vide, exprimee plus tot en fonction de Z T 2 s'annule elle-meme, ce qui est une 
propriete essentielle de la supersymetrie. Dans une supergravite d'espace-cible definie sur un 
espace de Minkowski ceci est bien coherent avec une constante cosmologique nulle. 

Le spectre de masse associe a ces theories, grace a la projection GSO, verifie une super- 
symetrie d'espace-cible J\f = 2 et admet done deux gravitinos. En outre, a la difference des 
theories bosoniques, il est depourvu de tachyon. Cela est du a la supersymetrie qui impose 
d'avoir a chaque niveau d'excitation autant de fermions que de bosons. En effet, il n'existe pas 
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de partenaire supersymetrique au tachyon, car du point de vue de la supersymetrie de la surface 
de corde, il est le fondamental. Ainsi, du point de vue de l'espace-cible, il briserait la super- 
symetrie. 

Nous n' irons pas plus loin dans la description des theories de supercordes de type II, car 
il faut maintenant decrire le passage des cordes fermees aux cordes ouvertes, ce qui necessite 
d'introduire les conditions aux bords conformes qui definissent des BCFT, les operateurs de 
vertex du bord et les branes. 

2.4 Surfaces avec bord : cordes ouvertes, branes et theories 
conformes de bord 

Les theories des cordes ouvertes s'etudient sur des surfaces d'univers avec bord. On s'interesse 
par consequent a la physique sur un voisinage U avec bord dU ^ 0. Ce voisinage peut etre 
decrit par le demi-plan superieur U = H + . L' action correspondante est definie par : 

S P [XM = ^7 f H d 2 z (dX»dX, + \rd^ + \vd^)j + j _^dz 0[XM 

(2.4.1) 

ou sur le bord nous avons inclus des conditions de bord parametrisees par un operateur de 
vertex 0[X, ip] ce qui definit en general une theorie non libre, c'est-a-dire que ces operateurs 
tiennent lieu de termes d' interaction - nous verrons cela un peu plus en detail lorsque nous in- 
troduirons le concept de modele sigma. Cependant, il n'est pas necessaire d'ajouter un operateur 
sur le bord pour imposer une condition au bord, de sorte que la theorie peut neanmoins etre libre. 
Par exemple, les conditions de Neumann et Dirichlet - qui definissent des theories de cordes 
ouvertes libres - imposent qu'en z = z : 

N : dX = dX et ip = (i> 

D : dX = -dX et ip = (2.4.2) 

avec C = ±1 la structure de spin que Ton introduit plus rigoureusement dans les conditions 
de collage du super-espace sur le bord, c'est-a-dire 9 = (9. 

Les operateurs de vertex correspondant aux etats asymptotiques de cordes ouvertes sont 
naturellement definis par des poin§ons sur le bord, c'est-a-dire que tel etat de corde ouverte 

z) est defini en un point z du bord. II correspond a l'operateur de vertex V^(z) mais selon 
une relation pas forcement triviale - cf. probleme des fantomes et des champs fermioniques en 
supercordes. 

De meme que dans le cas des cordes fermees, l'ajout de deformations a Taction peut etre 
interpreters comme autant d' excitations sourcees dans la surface de cordes - et sur le bord - par 
un fond externe, de l'espace-cible. Le fait que le couplage de l'espace-cible a la corde se fasse le 
long du bord suggere qu'il existe des sources externes macroscopiques connectees directement 
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au bord, c'est-a-dire formant l'espace-cible du bord de surface. C'est ce qu'on verra par le suite 
sous le nom de brane. 

2.4.1 Conditions de bord generates et branes 

De maniere generale ll40l l93ll , les conditions de bord s'appliquent sur les differents cou- 
rants de symetries de sorte que la symetrie est conservee ou non. Par exemple, les conditions 
de Neumann conservent la symetrie de translation, tandis que les conditions de Dirichlet la 
brisent. On interprete que les conditions de Neumann laissent libres les extremites des cordes 
ouvertes tandis que les conditions de Dirichlet les fixent sur des hyperplans, constituant des 
defauts topologiques plonges dans l'espace-cible. Bien que ces hyperplans semblent a premiere 
vue completement geles, en verite on peut montrer qu'ils sont des objets dynamiques, car on 
peut imposer des conditions aux bords plus generates avec des degres de liberte dynamiques. 
Ces hyperplans sont nommes D-branes en general^ 

La symetrie conforme doit etre conservee par les conditions aux bords. C'est une contrainte 
forte mais qui est naturelle afin que la theorie soit invariante conforme y compris le long du 
bord, c'est-a-dire corresponde a une situation physique. De fait, il faudra toujours avoir sur le 
bord, l'identite du tenseur energie-impulsion suivante : 



T{z) = T{z) (2.4.3) 

La formule de collage pour Tp est semblable. La formule generale pour les conditions au 
bord des courants que Ton notera J a est : 



J {a \z) -Q(J (a) (z)) = (2.4.4) 
avec f2 un automorphisme H101[|102l de l'algebre de courant. Cet automorphisme doit etre 



tel que le tenseur energie-impulsion verifie toujours (2.4.3 ), en utilisant la construction de Su- 
gawara du tenseur en fonction des courants : 



T(z) = £: Jj a) (z)jj a) (z) : (2.4.5) 

u.l 

sachant que chaque courant est eventuellement decompose le long d'une algebre dont 
les generateurs sont indexes par le nombre /. L'exemple le plus fameux est surement su(2)i 
au rayon auto-dual dans une theorie compactifiee sur un tore. Le tenseur energie-impulsion 
etant un cas particulier de courant, la comparaison de la formule (2.4.4) avec la formule (2.4.3 ) 
montre que dans son cas 1' automorphisme est trivialement Cl = id l'identite. 

Les conditions Neumann et Dirichlet le long des champs scalaires X correspondent a des 
contraintes sur le courant des translations J M = <9X M . De telle sorte que sont identifies res- 
pectivement = id et fi^ = —id. En terme des modes d'oscillations cela se traduit par 
1' identification : 



17. II existe d'autres types d'hyperplan, par exemple les orientifolds, 
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N : 
D : 



(2.4.6) 



Ainsi que sur les fermions de surface en supercorde d'apres (2.4.2) 



D : ip r = -(A (2.4.7) 

En tenant compte de ces conditions au bord, nous pouvons ensuite definir les etats de la 
meme maniere qu'en corde fermee en appliquant les modes sur l'etat du vide, ou d'impulsion 
k^ 1 . En supercordes, l'etat de vide est toujours NS ou R sachant que ces conditions s'appliquent 
maintenant comme des conditions de bord relatives, c'est-a-dire entre un bord et l'autre sachant 
qu'une corde ouverte est decrite dans l'espace-cible plutot sous la forme d'une nappe. A la 
difference des cordes fermees et du fait des conditions de collages, nous n'avons plus qu'un 
seul vide. Nous verrons en detail un peu plus tard le cas des supercordes ouvertes. 

Notons tout de suite que les conditions de collage sur les modes different significativement 
lorsque Ton se place sur le disque plutot que sur le demi-plan complexe. Dans l'expression sur 
le disque, nous avons sur le cercle unite les conditions de collage suivantes des modes de cordes 
ouvertes ■ 



N : a n = -5L„ , i/j r = <V-r 

D : a n = 5_ n , ip r = -iC^P-r (2.4.8) 

Notons la difference de signe - et l'ajout d'un facteur i - du fait de la transformation 
conforme lfT8l du plan vers le disque qui laisse apparaitre un facteur (— l) s avec S le spin 
de dX ou de ip ici, respectivement 1 et 1/2. En se plafant sur le disque unite l'expression de 
la theorie - sans insertion sur le bord - est meilleure pour decrire 1' amplitude - a l'ordre des 
arbres - correspondante en terme de cordes fermees. En effet, l'origine du disque correspond en 
general a t — > — oo avec t le "temps" sur la surface de corde, done au temps asymptotique pour 
une corde fermee. De sorte que le bord S 1 constitue ainsi une configuration de corde fermee a 
temps fini, mais qui n'est du coup pas un etat asymptotique. La notion d'etat de bord doit etre in- 
troduite. Nous l'aborderons dans cette section ; mentionnons simplement que les conditions de 
bord se presentent sous la forme de contraintes de construction de cet etat de bord ll6Tll40ll42l| . 



2.4.2 Quantification des cordes ouvertes, operateurs de vertex et etats de 
bord 

La quantification des cordes ouvertes se fait de maniere quasiment identique au cas des 
cordes fermees puisque le developpement en mode d' oscillation et les relations aux operateurs 
sont des constructions locales. Simplement, les conditions aux bords imposent les contraintes 
supplementaires que nous avons vu entre les modes droits et les modes gauches. Typiquement, 
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le nombre de degres de liberte est divise par deux - en l'occurence on verra que le nombre de 
supersymetrie d'espace-cible n'est qu'au mieux a moitie conserve. En outre, les fonctions de 
correlations seront legerement modifiees en fonction des conditions de bord. 



De cette maniere lorsque Ton impose les conditions de Neumann (2.4.6) et (2.4.7), les 
modes droits sont exactement egaux aux modes gauches le long des directions concernees par 
ces conditions = a%. De sorte que le spectre de masse des cordes ouvertes Neumann est 
simplement m 2 = —k 2 = N — a avec a = 1 en bosonique, a = 1/2 pour NS et a = pour 
R. La dependance dans l'impulsion est differente du cas de corde fermee. Pour obtenir cette 
formule, il faut etudier les OPE de bord et les appliquer au produit T(z)e ifeflXM (0) sur le bord 
afin d' obtenir le poids conforme de l'operateur d' impulsion. Par la correspondance on obtient 
ainsi la valeur propre de L \k^, fi). 

Si on impose des conditions de Dirichlet, la relation est differente a% = —a% mais le spectre 
de masse est invariant, a part que le nombre de degres de liberte d'impulsion change. En effet, 
rappelons que nous avions p M oc «q + 5g de sorte que le long d'une coordonnee Dirichlet, 

= done le generateur de translation spatiale est brise et la coordonnee fixee sur le bord. 
Pour les cordes ouvertes on ne definit done d'impulsion que le long des coordonnees Neumann. 



Correspondance etat-operateur sur le bord 

De maniere absolument identique que dans la partie precedente, nous pouvons aussi definir 
des operateurs de vertex correspondant aux etats construits par application des modes createurs 



sur le vide. En theorie bosonique, la relation entre a n et V n (X) est simplement donnee par (2.2.57 ). 
En theorie supersymetrique, nous aurons (2.3.15). Les operateurs de vertex que nous obtenons 
par ce biais sont naturellement definis sur le - ou les - bord(s) de la surface. Par exemple, 
sur la geometrie du disque, ils sont construits sur le cercle S 1 et sur la geometrie conforme 
du demi-plan complexe, sur l'axe reel R. En effet, une insertion dans l'interieur de la surface 
peut toujours etre contenue dans un voisinage ne contenant aucun bord, done est defini par une 
theorie de corde fermee exclusivement. Du coup, seul un objet du bord peut relever de la phy- 
sique du bord, soit des cordes ouvertes. Cela amene naturellement a definir l'operateur de vertex 
comme integre le long du bord de la surface exclusivement : 



V [X",iP fl ,etc) = <f V[X^^,etc] (2.4.9) 

En definissant une theorie des cordes fermees, e'est-a-dire une physique de l'interieur, com- 
patible avec les conditions au bord imposees, nous pouvons definir l'operateur de bord comme 
la projection de l'operateur de bulk sur le bord. 

OPE sur surface avec bord et ordre normal de bord 

Cependant, il y a une petite subtilite, car lorsqu'un operateur par exemple sur le demi-plan 
complexe superieur, au point z s'approche du bord, son point d' insertion z s'approche de son 
image conjuguee complexe z. Or les fonctions de Green des champs fondamentaux sont elles- 
memes modifiees pour satisfaire aux conditions de bord. On a plus precisement les OPE sur H + 
avec des conditions de Neumann (Dirichlet)^ : 
18. En utilisant a' = 1, 
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ff V 2 ff V -2 

X^(z, z)X v (w, w) = — — In \z — w\ ± — - In \z — w\ 

Z Z 



if 



Z — W 

^(zU u (w) = — *— 
z — w 

^(zU u (w) = - 1 — (2.4.10) 
z — w 

avec (+) pour Neumann et (— ) pour Dirichlet. On voit done l'ajout d'un terme supplemental 
dans l'OPE des scalaires. Nous pouvons exprimer les fonctions de Green aussi sur le disque par 
transformation conforme. On trouve : 



X^(z, z)X u {w, w) = — — In \z — w\ ± — - In 1 1 — zw\ 

Z 



^(z)^ u (w) = C 



1 — zw 

zw 



^(zU v (w) = 

z — w 

~ ^ \/ ziTi 

VizWiw) = (2.4.11) 

z — w 

avec sur le disque unite z = pe 1 ^ pour p G [0, 1] et e [0,27r[. Nous voyons done par 
ces fonctions de Green, qu'un operateur de vertex peut interagir avec lui-meme, comme si le 
demi-plan complexe etait double et qu'une image de l'operateur de vertex existait en z' = z. 
C'est ce qui est appele communement Vastuce de doublement - en anglais doubling-trick - 
car tous les operateurs anti-holomorphes peuvent etre definis comme etant les continuations 
analytiques, dans le demi-plan complexe inferieur, des operateurs holomorphes de H + . De sorte 
qu'en general on aura l'OPE du bulk vers le bord : 

\z — z\ 

ou Vordre normal du bord est defini par les symboles etoiles t -I de telle sorte que l'operateur 
qui y est contenu est regulier en tout point du bord. Nous avons rajoute des points de suspen- 
sion pour signifier que techniquement un developpement de Taylor en operateurs descendants 
pourrait etre fait le long du bord, en fonction de 2iy = z — z. 

OPE sur le bord 

Nous pouvons definir les champs fondamentaux sur le bord directement et calculer leurs 
OPE en fonction des variables de bord. Simplement nous aurons pour z — > z sur demi-plan 



X»(z,z) — > X lx (z) = 2X£(z) (Neumann) ou x% (Dirichlet) 
i= (${z) ±Cfe)) — ► = ^p-^(z) = y/2^(z) (2.4.13) 
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avec (+) pour Neumann et (— ) pour Dirichlet. Nous avons utilise la condition de collage 
sur la variable de Grassmann en super-espace : 



e = (0 =}> X(z) = X(z) + -j=e(if>(z) + W(zj) (2.4.14) 

et tp — ±(ijj puis nous avons choisi d'inclure le facteur l/y/2 a l'interieur de la definition 
du champ fermionique, de sorte que sur le bord : 



X(z)=X(z)+m(z) (2.4.15) 

qui est une convention commune dans la litterature. Nous avons divise le champ scalaire en 
deux contributions, holomorphe et anti-holomorphe, respectivement X L et X R . Etant donne que 
la condition de collage ne concerne que les modes d'oscillations, seul le mode zero Xq subsiste 
avec des conditions de Dirichlet. Mais en presence de conditions Neumann X L = X R . Alors 
nous avons les OPE sur le bord : 



X»{z)X v {w) = -2rf v In \z - w\ + . . . 

V(z)V(w) = —— (2.4.16) 

z — w 

Nous utiliserons beaucoup ces formules dans la suite. Elles peuvent directement exprimees 
en super-espace sous la forme : 



X»(z)X u (w) = -2rT \n\z-w- Z 6 W \ (2.4.17) 

Ainsi toute OPE sur le bord entre operateurs descendants dependant des champs fondamen- 
taux s'exprime par la formule : 



A hl {zi)A h2 {z 2 ) = ] jfcw^A,^) (2-4.18) 

k \ Z l- Z 2\ 

Ici h est la somme des poids holomorphe et anti-holomorphe. 



Etats de bord 

En discutant des conditions de bord, nous avons a maintes reprises introduit le concept 
d'etat de bord. Nous disions entre autre qu'en se pla§ant dans une description adequate pour 
decrire telle amplitude dont la geometrie est celle d'un bord sans insertion, le formalisme des 
cordes fermees pouvait etre utilise afin d'effectuer le calcul. Nous avions choisi le disque unite 
dont le bord est le cercle S 1 . Le bord ressemble a une insertion sur la sphere mais particuliere 
puisqu'elle peut etre atteinte en un temps fini, a la difference des inclusions habituelles d'etat 
asymptotique - qu'il faut un temps infini pour atteindre, par definition. Or, du point de vue 
d'une evolution d'un etat de corde fermee initialement pique a l'origine, le bord constitue aussi 
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une configuration de corde fermee, c'est-a-dire un etat. En outre, par transformation conforme, 
l'origine peutetre envoyee a l'infini temporel futur tout en conservant le cercle unite. Ainsi, 
la configuration au bord peut-elle assimilee egalement a une condition initiale pour une corde 
fermee. Les configurations de cordes fermees devant etre coherentes avec les conditions aux 
bord imposees, nous construisons done un etat de bord \B) tel qu'il verifie [|40l |42l [T8l [6TJ : 



(L n - L_ n ) \B) = 
(jn ~ h 1 )^ ° J-r) \ B ) = (2.4.19) 

avec J a le courant holomorphe qui se decompose suivant une serie de Laurent J a (z) = 
2~2 n Jn z ~ n ~ h s = h — hie spin - dans cet exemple, h = done s = h. En toute generalite 
nous avons laisse Taction d'un automorphisme Q sur le courant anti-holomorphe. La plupart du 
temps il est quasi-trivial, c'est-a-dire = ±id mais nous pouvons trouver des exemples plus 
larges, tels que les branes conformes ll40l . 

Sachant qu'un etat de bord peut etre interprete comme une configuration initiale ou finale de 
corde fermee, toute amplitude sur le disque - sans insertion au bord - doit pouvoir s'exprimer 
comme : 



A B [...} = (0\...\B) = (...) B ^ D2 (2.4.20) 

avec un nombre arbitraire d'insertion dans l'interieur. Nous voyons que l'amplitude doit 
refleter la dualite corde ouverte/corde fermee du diagramme, de telle sorte qu'en terme de corde 
fermee \B) est une source et en terme des cordes ouvertes B est une condition aux bords, 
eventuellement representee par une deformation de bord dans Taction [|42l de type <f sl O B - 



Des diagrammes a plus d'un bord sont ima- 
ginables. Par exemple avec deux bords, le dia- 
gramme cylindrique d'echanges de cordes fermees 



entre deux branes represente sur la figure (2.2) 



est dual a la fonction de partition a Tordre d'une 
boucle Z a/ 3 des cordes ouvertes avec les deux 
conditions aux bords a et (3. En introduisant les 
etats de bords \a) et \/3) nous aurions l'ampli- 
tude |fT8l fonction du module r : 



(a e 



(2.4.21) 




La relation de cette amplitude a la fonction de FIGURE 2.2 - Diagramme cylindrique : 

partition des cordes ouvertes permet d'introduire echange de corde fermee entre deux branes ou 

les formules de Verlinde H129[[T8l et les conditions fonction de partition a une boucle des cordes 

de Cardy [|42l [THJ pour construire des theories ouvertes. 
conformes de bord. 
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Nous proposions d'identifier l'etat de bord a une brane, mais nous pouvons tout aussi bien 
identifier l'etat de bord a plusieurs branes, c'est-a-dire une superposition d'etats de bord, pas 
forcement co'incidantes. C'est ce que nous faisons explicitement lorsque nous construisons les 
branes BPS en theorie des supercordes. L' interpretation en terme de cordes ouvertes est cepen- 
dant plus delicat a cause de 1' apparition de secteurs de cordes ouvertes tendues entre differentes 
branes. En outre, a l'ordre des arbres il est difficile de vraiment faire sens de la superposition 
lineaire des etats de bords, a cause justement des secteurs interbranaires qui ne trouvent pas 
d'equivalent direct en terme d'etat de bord trivial, tout cela est relie au caractere non-abelien 
de la theorie effective sous-jacentep^] Nous developperons ce point plus bas, en introduisant 
les facteurs de Chan-Paton. Mais tout de suite, explicitons brievement l'expression de l'etat de 
bord d'une seule brane. 

Etat de bord d'une brane bosonique 

En theorie bosonique, l'etat de bord correspondant a des conditions Dirichlet le long des 
directions i = p + 1, . . . 26 et Neumann le long de a = . . . p est celui representant le spectre 
de cordes fermees sourcees par une Dp-bmne. II verifie les contraintes : 

(L n - Z_ n ) \Dp) = 

(a a n + a\)\Dp) = 
(< - al n ) \Dp) = 

x l \Dp) = a { \Dp) (2.4.22) 

avec a 1 la position de la brane. L'etat de bord verifiant ces conditions est, a une normalisation 
pres : 

/26 ^ ^ 

\\ d^e ifcla! |S^k) (2.4.23) 
i= P +i 

Le ket \Dp, k) est un etat coherent dont l'expression est donnee par : 



| .Dp, k) = exp 



Yl ~ a ~n a -n + a -n a -n I 

,n>0 \ i a>l / 



|0,k) (2.4.24) 



dans la jauge du cone de lumiere, c'est-a-dire pour X° et X 1 jauges, qui permet de s'abs- 
traire des questions de fantomes. L'etat fondamental est ici simplement un vecteur propre d'im- 
pulsion k l . Nous verrons un peu plus loin la construction d'une brane en supercordes. 



2.4.3 Branes et facteurs de Chan-Paton 

Lorsque plusieurs branes sont inserees dans l'espace-cible et que Ton veut decrire la theorie 
des cordes ouvertes, il faut s'inquieter de classer les differents secteurs de ces cordes en fonc- 
tion des points d'attache de leurs extremites. En effet, il existe une difference tres nette entre 

19. Nous comprenons qu'a cause des secteurs interbranaires le systeme ne peut pas etre reduit a un ensemble de 
branes isolees et independantes, a moins que Ton se place dans une limite ou ce secteur est trop massif et decouple. 
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les cordes tendues d'une brane a une autre et celles attachees a une seule et meme brane, 
puisque topologiquement les unes ne sont pas continuellement deformables en les autres - voir 



figure (2.3), 



Bl 



B2 



(11) 




(22) 



FIGURE 2.3 - Differents secteurs de cordes ou- 
vertes dans le systeme compose de deux branes. 



Du point de vue de la theorie des 
champs sous-jacente et deduite du spectre de 
cordes ouvertes, le fait que plusieurs secteurs 
existent implique la differentiation dans Tac- 
tion correspondante des champs associes a 
chaque secteur. Prenons deux branes coinci- 
dentes. En calculant le spectre on trouve 
aisement que les champs sont tous iden- 
tiques pour tous les secteurs. Sur chacun par 
exemple en theorie bosonique, nous avons un 
tachyon puis un boson vecteur de jauge non 
massif. Du point de vue de Taction effective il 
doit apparaitre une forme de symetrie puisque 
ces secteurs sont finalement indiscernables. 



Branes coincidentes, groupe et facteurs de CP 

En fonction du nombre de branes coincidentes, le nombre de secteurs augmente et le degre 
de symetrie egalement. On montre que le groupe le long duquel les secteurs forment une 
representation est U (N) avec iV le nombre de branes coincidentes. Les facteurs de Chan-Paton 
(CP) sont les representants matriciels de ce groupe [95] et peuvent etre relies a des charges 
attachees aux extremites - des quarks It83l . Par exemple, en presence de deux branes, le groupe 
est U(2) et les facteurs de CP sont les matrices de Pauli cr 1 ' 2,3 plus Tidentite / = cr°. Les champs 
d'espace-cible sont ainsi developpes le long du groupe U (N) et puisque nous disions que les 
champs correspondent a des couplages des termes de bord, alors ces derniers se decomposent 
egalement le long de ce groupe : 



JV(iV-l) 

5S= A ™ ® / M z ) (2.4.25) 

avec A n E U (N) un facteur de CP. Cela permet de generaliser les conditions de bord et de 
developper le formalisme du modele sigma non lineaire a des champs non-abeliens. Dans cette 
description, il est plus delicat de parler de formules de collages des courants mais aussi d' etats 
de bords : il faudrait les generaliser au cas non-abelienpj 

Separation non nulle entre branes et brisure spontanee de symetrie 

Lorsque les branes sont separees, cette symetrie est spontanement brisee ; par exemple en 
separant une seule brane du systeme la symetrie U(N) est brisee en £7(1) x U(N — 1). Ce 
processus ressemble beaucoup au mecanisme de Higgs et pour etre plus precis il s'agit exacte- 
ment du meme mecanisme, quoiqu'ici T interpretation est geometrique, car le secteur de cordes 

20. Cela existe probablement dans la litterature mais je n'en ai pas pris connaissance. 
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ouvertes interbranaire acquiert un terme de masse supplementaire proportionnel a la distance 
de separation. 

Pour modeliser cette separation sur le bord il faut inclure une ligne de Wilson sur la coor- 
donnee conjuguee a la direction de separation. Si X est cette direction - la variable conjuguee 
a l'impulsion - alors X est la coordonnee duale - la variable conjuguee a l'extension et la po- 
sition spatiale de la corde. En theorie des cordes ouvertes, lorsque X verifie une condition de 
Dirichlet, X verifie une condition de Neumann. Les deux sont reliees par T-dualite le long de 
coordonnees compactes. 

Soient deux branes bosoniques. Les facteurs de CP cr° et <r 3 correspondent aux cordes ou- 
vertes dont les extremites sont attachees a une seule et meme brane. On peut montrer que la 
deformation : 



modifie le spectre des cordes ouvertes des secteurs a 1 et a 2 en m 2 = r 2 +N— 1 et correspond 
exactement a separer les branes d'une distance r. Les cordes ouvertes des secteurs cr° et a 3 
conservent quant a elles la formule m 2 — N — 1. On voit explicitement dans ces formules que 
le spectre de masse brise effectivement la symetrie, que Ton recupere dans la limite r — » 0. La 
deformation supersymetrique correspondante devrait etre simplement : 



Pour un spectre de masse modifie en m 2 = r 2 + N — 1/2 dans le secteur NS et m 2 = r 2 + N 
dans le secteur R. En fait, ca n'est pas tout a fait correct car techniquement il faudrait introduire 
des degres de liberie supersymetriques sur le bord - des fermions de bord - pour remplacer les 
facteurs de CP. On ne les introduira que bien specifiquement dans le chapitre des supercordes. 

2.4.4 Cordes ouvertes en theories IIA et IIB 

Les theories IIA et IIB concernent a priori des cordes fermees, mais n'excluent pas toutefois 
la presence de cordes ouvertes et des interactions avec celles-ci. La theorie des champs super- 
symetrique decrite par ce spectre est une supergravite de type IIA ou IIB et nous savons qu'il 
y existe des solutions solitoniques brisant une fraction de la supersymetrie, des etats BPS,[^] 
nominees p-branes. Or nous en deduisons qu'il doit exister dans le spectre des champs de jauge 
- des formes differentielles - de diverses dimensions et qui se couplent naturellement a ces ob- 
jets multidimensionnels. Or d'apres l'etude du spectre de cordes fermees, c'est bien ce que Ton 
trouve. 

En outre, comme nous l'avons vu, les diagrammes d'interaction entre des p-branes, via 
un echange de cordes fermees, sont des cylindres. Or nous pouvons decrire ceux-ci en terme 
d'echange de cordes fermees se propageant d'une brane a 1' autre, mais nous pourrions aussi 
les decrire en terme d'une boucle de cordes ouvertes - en admettant leur existence et qu'elles 

2 1 . BogomoF nyi-Prasad-Sommerfield. 




(2.4.26) 




(2.4.27) 
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s'averent coherentes - dont les extremites seraient attachees a chaque p-branes. A priori rien 
n'empeche cette identification si elle fonctionne ; done a une transformation modulaire pres, 
l'expression du diagramme dans ces deux descriptions doit etre identique. Du coup, une theorie 
de cordes ouvertes coherente avec les theories de cordes fermees de type IIA ou IIB, devrait 
pouvoir etre exprimee, telle que les cordes ouvertes ont les extremites sont attachees exclusive- 
ment a des p-branes. Par similarite au modele bosonique, ces branes sont nominees Dp-branes, 
du fait des conditions typiquement Dirichlet des cordes ouvertes. Au passage, si le spectre de 
cordes ouvertes duales est supersymetrique, alors en espace plat, Z anneau la fonction de partition 
a l'ordre d'une boucle dans les cordes ouvertes, doit s'annuler similairement au cas des cordes 
fermees dans le vide. 

Les conditions de coherence entre la description de cordes ouvertes et celle de cordes 
fermees, ainsi que leur interaction mutuelle, montrent que les D-branes brisent explicitement 
la supersymetrie et exactement une moitie. 

Spectre de cordes ouvertes et etat BPS 

Pour les cordes ouvertes, il existe aussi des secteurs NS et R et il faut aussi introduire une 
projection GSO. II est necessaire d'avoir sur le bord T = T afin que les diffeomorphismes 
y soient bien definis : il n'y a qu'une seule variable sur chaque bord. Ainsi, par coherence, 
les generateurs de supersymetrie sur la surface doivent verifier une identite semblable mais plus 
generale G = Q(G) avec un automorphisme. On en deduit que les cordes ouvertes ne verifient 
qu'une seule supersymetrie de surface, soit N = 1. Le spectre resultant ne peut quant a lui que 
suivre cette contrainte, puisqu'il n'y a plus qu'un seul secteur independant qui est soit NS soit 
R - dans le secteur R, nous avons un vide fondamental spinoriel simplement 16 soit les degres 
de liberte d'un seul spineur en dimension 10. Le generateur de supersymetrie d'espace-cible est 
done unique le long des cordes ouvertes et J\f = 1. 

Or les cordes ouvertes se couplant a des cordes fermees, le spectre resultant de ces dernieres 
ne peut que verifier egalement une supersymetrie J\f = 1. Nous obtenons done que les D- 
branes brisent spontanement la supersymetrie J\f = 2 en J\f = 1 et que ces objets sont par 
consequent des etats 1/2-BPS. Autrement dit, dans le bulk la theorie est a priori maximalement 
supersymetrique mais le spectre des cordes emises et re§ues par la brane doit en briser la moitie. 

Branes chargees et anti-branes 

Nous devons maintenant introduire les anti-branes que nous presenterons de trois manieres 
differentes mais complementaires. Tout d'abord notons que les D-branes sont des objets charges, 
du fait entre autre qu'elles sont couplees aux champs differentiels de jauge R-R des theories IIA 
et IIB. Ce couplage est effectivement decrit par un terme de type Chern-Simons|^J Pour une 
Dp-bmm de charge Q p nous aurons : 



22. Techniquement, il comprend aussi des termes de couplages aux champs F et B, mais nous les negligerons 
pour 1' instant. 




P+l 



(2.4.28) 
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avec C(p+i) la n-forme differentielle correspondante au champ de jauge autorisee en type 
IIA (p pair) et en type IIB (p impair). Cela est tel que l'integrale de flux de ce champ autour de 
la brane, c'est-a-dire le long d'une sphere S d ~ p ~ 2 est : 

Q p oc / *dC p+l (2.4.29) 

Nous avons utilise le dual de Hodge * comme habituellement. En outre, la charge n'est 
pas ici une donnee continue, mais elle est quantifiee. La raison est simple : le couplage de la 
brane aux champs de jauge suggere que les equations de mouvement de ces derniers soient de 
type Maxwell et Bianchi. Or la dualite de Poincare des formes differentielles implique qu'un 
champ donne peut agir comme champ electrique pour une brane ou comme champ magnetique 
pour une autre - duale a la premiere du coup. L' etude du monopole de Dirac permet ensuite 
de deduire que, les branes etant chargees electriquement et magnetiquement, il faut quantifier 
les charges. Sachant que rien n' impose la positivite absolue des charges, il doit done exister au- 
tant d'objets de charges negatives que d'objets de charges positives. Dans l'absolu, il peut aussi 
exister des objets fondamentaux non-charges et on verra que ceux-ci sont non BPS, c'est-a-dire 
qu'ils brisent totalement la supersymetrie d'espace-cible - ils seront importants pour nous car 
ils peuvent admettre des tachyons dans leur spectre. 

Par consequent, nous avons des branes (Q > 0), des anti-branes (Q < 0) et des branes non 
BPS (Q = 0). 

Supersymetrie et anti-brane 

Une maniere complementaire de les introduire est d'etudier la brisure de supersymetrie in- 
duite par les conditions aux bords des cordes ouvertes. L' etude de l'effet de la T-dualite sur les 
fermions montre que la chiralite du secteur droit est inversee, de sorte que nous avons effective- 
ment que IIB <H- IIA par T-dualite. II en resulte 1' introduction d'un operateur de transformation 
de parite (3 1 - dans l'espace-cible agissant sur les spineurs [|98l |6]|. Le symbole _L signifie que 
la parite n'agit que sur les coordonnees transverses a la brane. S'il s'agit d'une Dp-brane les 
conventions d'indices a = . . .p et % = p + 1 ... 10 G_L sont choisies. Cet operateur est 
explicitement : 

p£ = Y[ P m avec (3 m = TT m (2.4.30) 

mgl 

Nous avons utilise les matrices generalisees a toute dimension. La matrice T est la 
generalisation de 75. La supersymetrie non brisee correspond aux generateurs : 

(Q P )« = Q*+ (PpQ) a (2-4.31) 

La condition aux bords peut en realite etre plus generale, car on pourrait aussi bien appliquer 
une transformation d'espace-cible f2 sur les spineurs done sur Q p , Q et Q de telle sorte que cela 
peut se reecrire en terme d'une transformation de (5^ : 
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(Qp)a = Qa+ (frVp )<?) (2-4.32) 

La transformation la plus simple est une rotation - la plus generale correspond a une trans- 
formation de Poincare - dans l'espace transverse a la brane. Alors [|98l|6l : 

(Q P )a = Q«+ {p- x $pQ) a (2.4.33) 
Or la formule reliant la supersymetrie a la charge R-R, est : 

{Q a ,Q,} = -2"£Qk...M p e Ml - M * (^°) a , (2-4.34) 
p 

Et par consequent, nous aurons via la transformation fi : 

{Qa,Qp} = -2j2Qk.-.M p e Ml - Mp (O^r )^ (2-4.35) 
p 

En l'occurrence pour ce qui nous interesse, si = — 1, autrement dit si p est une rotation 
de 7r dans une direction transverse donnee, nous avons immediatement que Vt{Q R ) = —Q R . 
Le cas de rotation quelconque est moins trivial mais est interessant car en presence d'une autre 
brane fixee, Tangle d' intersection est un parametre tel que pour des valeurs generiques la super- 
symetrie est totalement brisee [|98l|29l[65]|, sauf dans certaines configurations HI 1911 qui peuvent 
etre 1/4, 1/8, 3/16 ou 1/16 BPS. 

Nous en concluons qu'une anti-brane est une brane tournee de 180° dans l'espace transverse. 
Remarquons maintenant que les supersymetries conservees par 1' anti-brane sont completement 
orthogonales a celles conservees par la brane correspondante, puisqu'il s'agit precisement des 
supersymetries brisees dans son cas. 



Etats de bord et anti-brane 

Enfin, brane et antibrane peuvent etre introduites en utilisant le formalisme des etats de 
bords [|4Tll40ll42l . Un etat de bord est defini de telle sorte qu'il verifie les conditions de bord 
subies par les differentes algebres sur la surface de corde. Soit \Bp, a M , Q l'etat de la brane loca- 
lisee en avec ( — ±1 la structure de spin - condition de collage entre modes droit et gauche 
des spineurs sur le bord. En suivant la construction de Garberdiel [4U avec ses conventions, cet 
etat doit verifier dans la jauge du cone de lumiere (/i = 0, 1) qui sont des coordonnees definies 
Dirichlet et sont done transverses, sur le bord du disque : 
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p b \Bp,a^,ri) = 
(a b n + S b _ n ) \Bp,a",7 l ) = 
«-5£J \Bp,a», V ) = 
(x"-a M ) \Bp,aP,Ti) = 
(iP b r + iV$'L r )\Bp,a^rj) = 
(W-i7$t r )\Bp,a' t ,7i) = 



b = 2...p + 2 
b = 2...p + 2 
H = p + 3...9 
/x = 0,l,p + 3...9 
b = 2...p + 2 
H = p + 3...9 



(2.4.36) 



et quelque soit le secteur (NS ou R). Notons que cet etat ne peut que decrire un D-instanton, 
a cause des conditions Dirichlet le long des coordonnees du cone de lumiere. Cependant, Gaber- 
diel explique qu'il est possible de revenir a une definition de brane standard par double rotation 
de Wick : une sur X° et une autre sur une coordonnee spatiale longitudinale a la brane. Cette 
maniere de faire permet de s'abstraire des problemes de normes negatives de long de la direction 
temporelle. 

L'etat de bord precedent s'exprime par transformee de Fourier a une normalisation pres en 
fonction de l'etat coherent \Bp, k^ 1 , 77) : 



\Bp,a»,ri) oc / J] dJfe" e ik ^ \Bp, k», rf) 

•* /i=0,l,p+3,...9 



(2.4.37) 



Cet etat coherent est maintenant donne par : 



n>0 



^ P+2 ^ 9 



a=2 



r>0 



p+2 



p=p+3 
9 



fi=p+3 



a=2 



\Bp,k^, V ) {0) (2.4.38) 



avec n entier ou demi-entier suivant le secteur (R ou NS) et \Bp, k^ } rf) ^ l'etat fondamental 
de moment k a = et k^ ^ et tel que dans le secteur R-R : 



«-i77<) \Bp,k* ,1)^ = 



a = 2. ..p + 2 
H = p + 3...9 



(2.4.39) 



Dans le secteur NS-NS, l'etat de bord verifie du fait de la definition fantomatique du vide 
NS-NS, c'est-a-dire (0)^ = - (0)^ : 



(-1) F \Bp, a M , rf) NSNS = -\Bp, a*, -rf) NSNS 

{-if \Bp, a?, v) NSNS = ~\Bp, a", -v) NS ns ( 2 - 4 - 40 ) 

De sorte que seule la combinaison \Bp, a fl ) NSNS = \Bp, a M , +) NSNS — \Bp, a M , —) NSNS 
est invariante GSO en theorie IIA ou IIB. Je rappelle qu'il faut une chiralite (+) dans le secteur 
NS, d'apres (|2.3.32[). Dans le secteur R-R on trouvera cependant : 
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{-l) F \Bp,a",ri) RR = \Bp,a»,-ri) RR 

(-if \Bp, a", v) RR = (-1) P+1 \Bp, a", -r,) RR (2.4.41) 

Ce qui donne encore une seule combinaison invariante GSO \Bp, a M ) RR = \Bp, a M , +} RR + 
\Bp, a M , — ) RR pour p pair en type IIA et p impair en type IIB. L'etat de bord complet de la 
brane est la combinaison lineaire des deux secteurs. La dualite corde ouverte/corde fermee de 
la fonction de partition cylindrique impose que les normalisations relative et absolue soient 
specifiquement fixees. Ainsi nous avons deux etats distincts : 



\Dp,a») = \Bp,a") NSNS + \Bp,a'") RR 

\Dp,a») = \Bp,a») NSNS - \Bp,a») RR (2.4.42) 

Parmi lesquels nous distinguons la brane (+) et l'anti-branepl (— ). II parait done que par 
rotation de 7r, seul le secteur R-R est modifie, ce qui est naturel puisqu'il est spinoriel a la 
difference du secteur NS-NS. 



2.4.5 Systemes de branes BPS et non BPS 

Nous pouvons construire toute sorte de systemes de branes, coi'neidentes ll88il . separees, 
secantes avec angles [|98ll29ll65ll60l , non secantes avec angles Il60l , boostees [J25J [2Vl [60]1 etc. 
Nous etudierons rapidement un simple systeme de deux branes identiques paralleles puis le 
systeme d'une brane parallele a une anti-brane. 

Systeme de deux branes paralleles 

La fonction de partition cylindrique calculee par echange de cordes fermees entre ces deux 
branes s'exprime simplement par : 

poo 

/ M(Dp,a^\e- lHc \Dp,W) (2.4.43) 
Jo 

avec H c l'hamiltonien de cordes fermees dont les details se trouvent dans [1411 . Avec les 
renormalisations correctes, elle vaut simplement apres transformation modulaire £ = l/2t la 
fonction de partition annulaire des cordes ouvertes projetees GSO : 

jf" | ( Tr Ns l±^e— - Tr fi l±ti)!e— ) ,2.4.44, 

B a est l'hamiltonien de cordes ouvertes dont les details peuvent etre trouves egalement 
dans iHTTl . La projection GSO ci-dessus est bien celle qui permet de retrouver une supersymetrie 
d'espace-cible M — 1, car l'integrande est nul - encore grace a une identite de Jacobi. Ainsi, 
le spectre de cordes ouvertes est libre de tachyon : e'est un systeme stable. Tant que les deux 
branes sont strictement paralleles, elles conservent les memes generateurs de supersymetrie et 
par consequent le systeme a le meme degre de supersymetrie qu'une brane seule, e'est-a-dire 
qu'il est 1/2 BPS. 

23. La brane tournee d'un angle quelconque a un etat de bord plus complique a calculer [22|. 
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Systeme brane-anti-brane 

A l'inverse, la projection GSO precedente n'apparait plus pour une fonction de partition 
calculee entre une brane et une anti-brane paralleles, ce qui brise done la supersymetrie et laisse 
eventuellement apparaitre un tachyon : 



^d£(Dp,a^\e-^\Dp,b^oc f '| ( Tr ns - [ 1} V 2 ^ - Tr ^ Lil! e -^ 

(2.4.45) 



'0 jo 



Le probleme est que la projection sur le secteur NS autorise le fondamental de cordes ou- 
vertes a exister dans le secteur interbranaire, puisqu'il est de chiralite negative de part sa nature 
fantomatique. Soit y[ et y 2 les positions spatiales des deux branes. Nous identifions naturel- 
lement \\y\\ avec la distance les separant. Par exemple, pour une D-particule et une anti D- 
particule, nous aurons flU explicitement : 



oc / ^(2nt)- 3 / 2 e-^^- 1/2) f(t) (2.4.46) 
Jo 2i 

avec e 2 = — e 3 = — e 4 = —1. La fonction f(t) est telle que f(t — > 0) — > et f(t — > 
oo) 1. Cette integrale est clairement divergente pour ||y|| < Cette divergence est le 

fait d'un tachyon : ce dernier apparait explicitement en calculant le spectre de cordes ouvertes 

l— (— i) F 

tendues entre les 2 branes et en appliquant la projection P D 5 = — ^ 2 ; sur les deux secteurs 
NS et R. En utilisant la meme technique que dans le cas bosonique, e'est-a-dire en etudiant 
la contribution de distance dans le spectre de corde tendue s'enroulant une fois le long d'une 
direction compacte, et en appliquant la projection, nous trouvons que le spectre des cordes 
interbranaires est effectivement, en fonction des secteurs : 



II "II 2 1 

NS- m 2 = N + - - 
4vr 2 2 

R- m 2 = N + PL (2.4.47) 

Le fondamental NS est bien tachyonique tant que ||y|| < ny/2. Par consequent, nous identi- 
fions une distance critique £ c = tc\/2 differente de celle obtenue dans le cas bosonique - nous 
obtenions alors i c = 2n - en laquelle le bi-fondamental est non-massif. 



Brane non BPS 

A partir du systeme brane-antibrane que nous venons d'introduire et qui brise totalement la 
supersymetrie d'espace-cible, nous pouvons construire une brane unique conservant cette pro- 
priete. La methode que Sen H106U1091 utilise pour la construire, consiste a appliquer un certain 
orbifold sur le systeme initial. II obtient ainsi une brane non chargee, puisque le systeme ini- 
tial ne Test pas et non BPS. Sen l'a naturellement appele brane non-BPS. Cette derniere a une 
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dimension complementaire| | des branes BPS, c'est-a-dire qu'elle a p impair (pair) en type IIA 
(IIB), en coherence avec sa neutralite par comparaison aux champs de jauge disponibles dans 
ces theories-ci. 



Rapidement, nous allons resumer la construction que propose Sen. Partons d'une brane et 
d'une anti-brane coincidentes en type IIA (par exemple), c'est-a-dire de dimension p pair. Ap- 
pliquons l'orbifold (— l) Fi qui inverse la parite des spineurs d'espace-cible le long des modes 
gauches des cordes fermees. Cet orbifold projette, sous la forme 1 + (— 1) Fl par exemple dans 
le calcul d'une fonction de partition toroi'dale, la theorie de type IIA sur celle de type de IIB. En 
outre, l'effet sur l'etat de bord de la brane de cet operateur est de modifier le signe devant l'etat 



\Bp) RR dans (2.4.42) et par consequent (— l) Fi transforme une brane en une antibrane. Ainsi, 
seul le systeme de ces deux objets est invariant par cet orbifold. 

Maintenant, de meme qu'en theorie bosonique, nous introduisons des facteurs de Chan- 
Paton pour representer les divers secteurs de cordes ouvertes sur le systeme brane- antibrane. 
Puisque nous avons 2 branes, le groupe de jauge est U(2) et nous utiliserons encore les matrices 
de Pauli cr ' 12 ' 3 . Or nous avons dit que (— 1) Fl echange la brane et l'antibrane ; par consequent 
si A est un facteur de CP quelconque, la transformation est representee par le facteurpjg 1 et 
A — > (a 1 ) _1 Acr 1 . De sorte que les seuls facteurs invariants par cette orbifold sont a 1 et cr° dont 
on en deduit que ces deux secteurs sont independants, puisque [er°, a 1 } = 0. Par consequent, la 
theorie des champs resultante est abelienne. 

L'objet que nous obtenons est done elementaire, puisque cr 3 etant le secteur associe a la 
position relative de la brane et de l'antibrane a disparu. En outre, il est de dimension anormale 
par rapport aux branes BPS naturelles. Enfin, comme il est issu du systeme brane-antibrane, il 
brise explicitement la supersymetrie et admet eventuellement un - et un seul - tachyon, celui 
du secteur a 1 , dans son spectre de cordes ouvertes. Dans ce dernier secteur, le spectre de masse 
est : 

NS am 2 = N — - 
2 

R a'm 2 = N (2.4.48) 

Typiquement, la brane non BPS est tachyonique done instable, mais il existe des tech- 
niques permettant de stabiliser une telle brane, c'est-a-dire faire disparaitre le tachyon. La brane 
non-BPS a ete tres etudiee du point de vue de la condensation du tachyon, qui s'avere mieux 
controlee que dans le cas bosonique, entre autre parce que le potentiel effectif est symetrique et 
possede des minima stables. L' action effective a ete bien contrainte et sa forme est maintenant 
presque canonique. 



24. L'orbifold conserve la dimension de la brane mais transforme IIA en IIB et inversement. 

25. Ce pourrait aussi etre a 2 mais e'est exactement identique. 



Chapitre 3 

Generalites : theories effectives et modele 
sigma 



Nous commencerons ce chapitre en presentant les actions effectives et en precisant les 
termes. Nous parlerons du potentiel effectif et de l'introduction du tachyon dans ce cadre. 



Puis dans la section 3.2 nous verrons un cas particulier de construction d' action effective en 
theorie des cordes qui est le modele sigma. Puisque cela est lie au groupe de renormalisation 
nous presenterons dans le meme temps les divers schemas de renormalisation et les calculs des 
equations de not - fonctions beta - que nous utiliserons par la suite. 



3.1 Theories effectives : actions, potentiels et tachyon 

En theorie quantique des champs Il63ll96ll , l'objet de base est Faction fan damentale sur les 
champs fondamentaux - quantiques - de la theorie, notee generalement S [(f)]. La dynamique 
complete est encodee dans son expression, qui comprend des termes cinetiques et des termes 
potentiels. Ces champs sont developpes lineairement autour d'une valeur "classique" resolvant 
les equations classiques du mouvement, qui en premiere approximation sont derivees de Taction 
fondamentale. En effet, le traitement quantique perturbatifQne peut que concerner des perturba- 
tions des champs, des valeurs "microscopiques" en opposition a des valeurs "macroscopiques". 

Cependant, la prise en compte d'effets quantiques conduit en general a modifier, parfois 
drastiquement, les valeurs des champs classiques, qui du coup ne verifient plus les equations 
fondamentales du mouvement. En particulier cela se produit en tenant compte des termes di- 
vergents et en les soustrayant proprement du calcul - c'est-a-dire renormalisation. Cela amene 
entre autre a modifier la masse physique en une masse nue. Ainsi le champ fondamental doit 
verifier les equations du mouvement en fonction de la masse nue, et le champ "classique" - 
c'est-a-dire conforme aux observations - quant a lui doit verifier les equations du mouvement 
en fonction de la masse physique. II existe done une claire dichotomie entre ce qui est defini 
fondamentalement et ce qui apparait (semi)classiquement, c'est-a-dire effectivement. 

Nous sommes done amenes a introduire le concept faction effective, dont il existe trois 
definitions, suffisamment differentes pour les distinguer. 



1. Ce n'est pas le cas dans le traitement non-perturbatif, qui ne necessite pas un tel developpement. 
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3.1.1 Actions effectives 

Commencons par ce que Ton pourrait nommer Taction "semi-classique" effective, genera- 
lement notee r [</>]. Celle-ci tient compte - idealement - de tous les effets quantiques et dont les 
equations du mouvement ont pour solution la valeur "classique" du champ autour de laquelle 
la theorie quantique est definie. Cette action effective a done pour objet un champ classique 
"off-shell" ; elle est composee de termes cinetiques et potentiels. En particulier, on definit le po- 
tentiel effectif qui, associe a un terme cinetique standard - quadratique dans la derivee premiere 
du champ - doit etre minimise. La valeur du champ classique qui minimise le potentiel effectif 
est le champ classique "on-shell". II correspond a la valeur observable du champ dans le vide 
fci = (v 9 ) '■> P ar extension, on l'appelle done "vide" de la theorie, car il caracterise l'etat macro- 
scopique du vide. 



Or, il existe une deuxieme definition d' action effective. La theorie des champs fondamen- 
tale, en dehors des problemes de divergences, doit etre regularised pour des raisons associees 
aux mesures effectuees en laboratoire. En effet, il peut etre souhaitable de ne connaitre la theorie 
que jusqu'a une certaine echelle d'energie - qu'on nommera cut-off - par exemple T energie at- 
teinte lors d'une collision dans un accelerateur de particules. Or pour des raisons quantiques, 
toutes les energies superieures a cette echelle sont accessibles au systeme physique - dans des 
delais temporels infiniment courts en raison de la relation d'incertitude d'Heisenberg - et vont 
done a priori contribuer au processus. Cependant, on peut tenir compte de l'integralite de ces 
effets quantiques d'un coup en les regroupant - par integration - dans un ensemble de termes 
dans une action effective a 1' echelle d'energie souhaitee. II s'agit de la construction de V action 
effective wilsonienne (voir par exemple lfT3lO et notee T M [0], avec p le cut-off. 

Dans la limite ou certaines interactions sont hors de portee d'un systeme pour des raisons 
energetiques, il existe aussi une procedure consistant a integrer tous les champs ne pouvant 
etre produit qu'a travers ces interactions et done a negliger tous les effets quantiques de haute 
energie. L action obtenue pour le champ etudie est done une approximation de basse energie 
de Taction wilsonienne. Par exemple, en theorie des particules, T echelle d'energie est souvent 
tres basse par rapport a Mqut = 10 15 GeV, qui est la limite a laquelle le modele standard 
dans sa definition fondamentale cesse d'etre pertinent ; done T expression de Taction du modele 
standard n'est a priori qu'une approximation d'une theorie plus fondamentale. 

Ainsi, oune action effective de basse energie est egalement introduit. Elle est notee generale- 
ment S e ff[(j>] et telle que : 



rM E & s eff [4>} + (-) (3.1.1) 

fx 

Insistons bien sur le fait qu'aucune des deux n'est la meme action effective que la premiere 
definie au-dessus, car ici les champs y apparaissant sont toujours quantiques - on doit toujours 
les integrer dans Tintegrale de chemin - et non classiques^J C'est une distinction importante 
car on peut avoir a faire a ces deux types d' action effective en theorie des cordes et done aussi 



2. Du point de vue des composantes des champs de haute energie il s'agit bien de la meme definition, mais 
cette action resultante n'est pas explicitement invariante de Lorenz, contrairement a la premiere. 
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dans T etude de cette these, en particulier lorsque Ton discutera des traitements off-shell de la 
condensation de tachyon. 

Dans la suite nous appellerons done action effective Taction T definie selon la premiere 
definition. La seconde sera nommee action effective wilsonienne. Enfin la troisieme, S e ff 
designera V action effective de basse energie. 

3.1.2 Minimisation du potentiel effectif 

Nous avons vu que le potentiel effectif apparaissant dans 1' expression de Taction effective 
devait etre minimise. C'est un processus classique naturel que Ton retrouve dans diverses appli- 
cations mecaniques, dans le sens ou Ton peut assimiler ce potentiel a une donnee energetique 
qu'il convient de minimiser. En Toccurrence, ce comportement apparait immediatement dans la 
resolution des equations du mouvement. Le potentiel effectif possede un ou plusieurs minima 
locaux et un ou plusieurs minima globaux. 

Autour d'un minimum, le potentiel est toujours convexe ; ainsi en premiere approximation, 
il y est quadratique et est done celui d'un oscillateur harmonique - pour les perturbations quan- 
tiques du champ autour de sa valeur classique "constante" correspondante. Le potentiel qua- 
dratique y est caracterise par une constante de couplage que Ton nomme naturellement masse 
carree et telle que m 2 > 0. Autrement dit, Taction fondamentale autour de ce vide pour les 
perturbations <f> — 5(p est a Tordre quadratique : 



En negligeant dans un premier temps les effets quantiques tunnel - non perturbatifs - de 
decroissance d'un minimum local vers un minimum global, on peut considerer que le "vide" 
associe a ce minimum local est stable. Par opposition, toute configuration classique initialement 
"constante" en dehors de ce minimum sera instable car appelee a devenir dynamique, dans la 
direction d'un minimum local. 

II existe done comme dans toute theorie des champs des solutions statiques et des solu- 
tions dynamiques, pouvant chacune avoir eventuellement des dependances temporelles ou spa- 
tiales non triviales. Pour ce qui est des dependances spatiales, on parle de soliton et pour la 
dependance temporelle, on peut parler d'instanton. Mais insistons encore sur le point suivant : 
chacune de ces solutions classiques represente un vide du point de vue de la theorie des pertur- 
bations quantiques autour de la valeur classique du champ. 

Ainsi, une theorie quantique des champs est definie dans un vide dependant soit de Tespace, 
soit du temps, soit des deux, soit d'aucun. Cependant, la resolution d'une theorie quantique le 
long d'un vide dont les dependances spatio-temporelles sont non triviales est peu aisee et en 
general seule la theorie quantique autour des points de la trajectoire du champ ou le vide est 
constant est decrite. Les configurations pour lesquelles asymptotiquement - a ses extremites - 
la trajectoire tend vers un - ou des - vide(s) constant(s), sont particulierement interessantes, car 
le plus souvent topologiquement non-triviales. 




(3.1.2) 
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3.1.3 Maxima locaux du potentiel et champs tachyoniques 

Maxima locaux et tachyons 

Les maxima locaux sont des points tres particuliers du potentiel effectif, car les configura- 
tions constantes en ceux-ci resolvent aussi les equations du mouvement. Or il apparait immedia- 
tement que ces solutions ne peuvent pas etre stables, puisque toute perturbation microscopique 
entraine une chute exponentielle du champ classique le long de la pente du potentiel, d'une part 
ou de 1' autre du maximum. 

Ainsi, le vide n'est pas quantiquement stable et on ne peut donner de sens au terme de 
"perturbation", ce qui proscrit toute etude perturbative autour d'un tel vide. Cependant, on peut 
etre interesse par l'etude des trajectoires partant naturellement de ce vide et classer en particu- 
lier toutes celles qui rejoignent asymptotiquement un vide stable. C'est exactement le type de 
solution qui va nous interesser dans notre etude du tachyon. 

En effet, ces maxima sont immediatement associes a des "perturbations" tachyoniques dans 
la theorie quantique correspondante pour la raison suivante. A l'instar de la theorie quantique 
effective autour d'un minimum du potentiel, on peut developper le potentiel effectif a l'ordre 



quadratique, c'est-a-dire sous la forme (3.1.2), et obtenir autour du maximum un oscillateur 



harmonique. L' equation de mouvement du champ est alors simplement (— □ + m 2 )0 = avec 
□ = —rf^dpjdv et m 2 < 0. On identifie done que la constante de couplage correspondante est 
une masse carree negative. De sorte que la perturbation est un tachyon. C'est par exemple la 
situation que Ton rencontre dans le mecanisme de Higgs. 



Tachyons, perturbations et condensation 

La notion de perturbation correspond ici a la definition suivante : valeur de champ suffi- 
samment faible pendant un intervalle de temps fini ou infinitesimal, telle que tout terme d'in- 
teraction de la theorie - fondamentale ou effective - peut etre traite comme vertex d'interaction 
a developper autour de la theorie libre du champ. Sachant que le vide ou apparait une per- 
turbation tachyonique est instable, l'intervalle de temps sera d'autant plus court que la masse 
carree sera negative. Par la relation d' incertitude d'Heisenberg, nous avons a peu de choses 
pres At ~ 1/ \m\. Cette relation s'obtient aussi en remarquant que puisque la masse carree est 
negative, la masse en elle-meme - c'est-a-dire l'energie au repos - est imaginaire pure. Alors la 
dependance temporelle habituelle des modes perturbatifs de la theorie libre qui va comme e lEt 
donne pour E = —i \m\ revolution temporelle de la "perturbation" de tachyon e' m '* ce dont on 
deduit la constante de temps donnee plus haut. 

A des temps plus eleves que 1/ |m| nous ne pouvons plus faire sens du terme "perturbation" 
et done fatalement du terme "particule". Ceci explique done que la notion de tachyon en tant 
que particule n'est done pas particulierement bien definie dans le temps. En revanche, si on 
applique la relation de masse m 2 = E 2 — p 2 en evitant le domaine d'energie imaginaire, il faut 
alors imposer que le vecteur energie-impulsion est de genre espace, soit que 1' impulsion est p 2 > 
\m\ . Dans ce contexte, ce qu'on pourrait appeler particule tachyonique viole significativement 
la causalite sur des distances de l'ordre de 1/ \p\ < 1/ |m|. 

Parce que les modes d'impulsion faible sont inevitablement produits dans le vide instable, 
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le destin du champ tachyonique est done de rouler le long du potentiel. Pourtant Tissue de ce 
phenomene est incertaine et depend fortement de la forme du potentiel effectif. S'il existe des 
vides stables dans la direction du roulement, alors il est possible que le champ finisse par at- 
teindre au moins un de ces vides et s'y condense en relachant de l'energie. In fine nous pouvons 
esperer obtenir un systeme exactement defini dans le vide stable. C'est precisement ce qu'on 
cherche a produire dans le mecanisme de Higgs en imposant au champ un potentiel de type 
chapeau mexicain lfl5l qui admet un ensemble de vides stables decrit par U{\). La phase dy- 
namique de condensation n'est en general pas decrite, car la theorie est habituellement etudiee 
directement autour du vide stable. Cependant la question de cette evolution se pose dans les 
modeles cosmologiques, entre autre a cause des creations de defauts topologiques - eg. cordes 
cosmiques. 

En effet, l'exploration du potentiel effectif suggere l'existence d'autres modes de condensa- 
tion : par exemple ces condensations purement spatiales introduisant des defauts topologiques 
- solitons - interpolant entre plusieurs vides stables distincts^ Ces defauts seraient comme 
"poses" au maximum instable du potentiel, lieu d'echanges de tachyons anti-causaux et done 
d'epaisseur ~ 1/ \m\. Des condensations hybrides, que Ton nomme inhomogenes, sont aussi 
imaginables, telles qu'elles combinent un roulement du champ et une separation spatiale dans 
plusieurs vides distincts. Notons que cela est soumis a des conditions sur la conservation de 
l'energie car la creation de defauts topologiques - des formes de murs de domaines ou de cordes 
cosmiques dans le cas present - n'est pas gratuite energetiquement, comme on le sait bien dans 
les etudes des metaux ferromagnetiques a propos des murs de domaines. 

3.2 Modele sigma non lineaire et groupe de renormalisation 

Nous allons brievement presenter ce qu'on entend par modele sigma et en quoi cela est en 
relation avec la theorie des cordes. En particulier, nous mettrons cela en contact avec le groupe 
de renormalisation et les fonctions beta que nous introduirons dans la section suivante. 

3.2.1 Modele sigma, equations de flots et equations du mouvement 

Le modele sigma est une theorie des champs couplee,dependant d'un certain nombre de 
parametres - dont par exemple la metrique sur l'espace des champs qui apparait sous la forme 
Kij(<fi)d a (t> % d a (f>i . Le principe est de classer l'ensemble des theories des champs renormalisables 
et d'eventuellement decrire la topologie de l'espace des theories. Les differentes theories des 
champs sont caracterisees par des flots de renormalisation des couplages dont les equations de 
flots sont donnees par les fonctions beta du groupe de renormalisation. Parmi ces theories, sont 
importantes celles qui sont des points fixes du groupe de renormalisation [M Ell-par definition- 
invariantes d'echelle. Les CFT font partie de ces types de theories sauf qu'elles sont invariantes 
d'echelle localement et ont done, comme nous avons pu le voir, un statut tres particulier. 

En theorie des cordes, on peut naturellement definir un modele sigma sur la surface de corde. 
En effet, Taction de Polyakov sur le plan complexe etant donnee par : 



3. Dans le cas du Higgs, il s'agit de solutions de vortex car l'ensemble des vides stables est continu. L'interpo- 
lation est done angulaire. 
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nous voyons que la metrique sur les champs X est identified a la metrique d'espace-cible. 
Nous disions plus tot que les theories des cordes devaient etre definies invariantes conformes, 
c'est-a-dire si on veut calculer des elements de matrice-S on-shell. Autrement dit, l'existence 
de particules reelles est soumise a condition dans sa description interne et en particulier, nous 
voyons que le fond geometrique de l'espace-cible sera lui-meme contraint, au moins localement. 
En effet, pour definir une CFT, une condition necessaire est l'invariance d'echelle globale. Par 
consequent, l'equation de flots de G^ u doit etre schematiquement telle que la metrique en est 
bien un point fixe : 



dC 

G = ~pj = (3.2.2) 

avec ix le facteur d'echelle de renormalisation. II semble, dans une certaine mesure, que 
cela est tres similaire a la definition d'une equation du mouvement, quoiqu'une telle equation 
est derivee d'un principe de moindre action; ce qui fait que la relation entre l'equation du 
mouvement et les fonctions beta du groupe de renormalisation n'est pas necessairement tri- 
viale lfT24l[T7irT22ll. 

En remarquant que G^dX^dX u est tres similaire a l'operateur de vertex d'un graviton, 
nous comprenons que tout champ contenu dans le spectre doit pouvoir apparaitre egalement 
dans Taction sur la surface. En fait, d'apres la forme et parce Taction est exponentiee, on com- 
prend que la contribution de la metrique est equivalente a la definition d'un etat coherent de gra- 
viton. Par consequent, il est naturel d'introduire les autres champs de la meme maniere. Nous 
aurons ainsi de facon tres generale, avec $ le dilaton, le Kalb-Ramond, les champs de 
jauge de cordes ouvertes et T le tachyon de corde ouverte sur le bord, en theorie bosonique^Jou 
supersymetrique^une action de surface suivante : 



SU = ^7 / dV { (G^X) rf b + B^(X) e ab ) d a X»d h X v + $(X) 11} 

+ i j da a A^X)d a X» + j daT(X) (3.2.3) 

qui definit bien une theorie des champs couplee a 2 dimensions. On parle de chacune de 
ces contributions en terme de deformation. II faudrait techniquement ajouter aussi des champs 
massifs mais nous supposons qu'ils decouplent dans la limite a' — > 0. Pour les supercordes, 
Taction peut s'ecrire directement en super-espace, avec a a G H + sous la forme : 



Ssuper = ^7 j d^d 2 {(G^(X) + B^X)) DX^DX" + $(X) TZ super } 

+ i j dadd A M (X) DW + j dadd T(X) (3.2.4) 

4. En theorie bosonique on pourrait aussi rajouter le tachyon de corde fermee. 

5. L'inclusion des champs R-R ou des fermions est trop delicate nous n'en parlerons pas ici. 
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que Ton peut decomposer apres integration sur les variables de Grassmann en fonction de 
X M et ijj^ ainsi que leurs homologues anti-holomorphes. Simplement a cause du developpement 

A(W) = A(X) + d^A(X) (e^ + 6^ + 66 - d i ,d v A{X) 66 ijpfr (3.2.5) 

Les champs du modele sigma ne sont done plus simplement G^ u etc. mais aussi leurs 
derivees premieres et eventuellement secondes. 



Maintenant, chacun des champs de (3.2.3) dans son expression en fonction des champs 



fondamentaux X^ devra schematiquement etre solution des equations de Hots donnees par : 

= -^L. = pour tout i (3.2.6) 
d m/i 

Ce n'est pas l'unique contrainte car cela ne fait que definir une theorie invariante d'echelle 
globale. Afin d'exprimer une CFT, il faut aussi que les champs soient invariants d'echelle locale, 
par consequent, on impose a toutes les deformations d'etre des operateurs primaires - de la CFT 
libre - e'est-a-dire de poids A = (1, 1) dans le bulk et simplement A = 1 sur le bord : 

VLk = J tfay/giSOw&z) et Vi ord = jdy^^OM (3.2.7) 

Parce que Ton s' attend a ce que les equations imposees par les fonctions beta soient equi- 
valentes a des equations du mouvement derivees d'une action - en 1' occurrence effective - on 
comprend que les champs lorsqu'ils definissent une CFT correspondent a des solutions clas- 
siques de ces equations. lis forment done, ce qu'on appelle des fonds ou vides dans le jargon 
des actions effectives, que nous avons definis dans la section precedente. 

L'objectif de T etude des modeles sigma en theorie des cordes est done de trouver Tex- 
pression de cette action effective dont les equations du mouvement admettent des CFT pour 
solutions. L' interpretation physique de cette action effective est sujette a caution, car on ne l'as- 
simile pas necessairement a une action effective definie dans l'espace-cible. Par exemple, dans 
la definition de l'OSFT - theorie des champs de cordes ouvertes - de Witten HI 351 1 1361 [841 [511 . 
Taction effective obtenue est definie sur l'espace des theories des champs et non sur l'espace- 
cible. En revanche, dans la definition de Tseytlin et al. Il3l 11251 l4l 11271 [1231 ils construisent a 
partir de la fonction de partition off-shell renormalisee et non-integree sur les modes zero 
des champs X^, une action off-shell definie sur l'espace- cible|3 Nous nous placerons dans ce 
formalisme plutot que dans celui de Witten qui est trop difficile a utiliser pour ce que nous avons 
a calculer. 

Dans le formalisme de fonction de partition de Tseytlin et al. Taction est done construite a 
partir de la formule suivante : 



6. Cependant, its insistent sur certaines ambiguites associees a des redefinitions des champs non fixees par le 
groupe de renormalisation. En particulier, F existence de plusieurs schema de renormalisation nourrit cette am- 
bigui'te car il n'existe pas de schema naturel et la dependance des fonctions beta, dans le schema, peut etre forte. 
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S\tn] = Z r [lh,r\ = J & D x»Z' R [p i>R (x)\ (3.2.8) 

ou iXi t R sont les couplages p^ renormalises et Z' la densite de fonction de partition. Les 
couplages dans ces theories doivent etre definis relevants de telle sorte qu'ils ont bien un point 
fixe UV - ou ,dans la meilleure situation, interpolent entre deux points fixes UV et IR, le long du 
groupe de renormalisation [|59l . A 1' inverse, les couplages irrelevants n'ont pas necessairement 
- et en general - de point fixe UV en p} — > oo et par consequent la theorie resultante n'est 
souvent pas renormalisable 01271 1751 . Par consequent, on ne peut pas utiliser les couplages 
irrelevants comme des perturbations de champs d'espace-cible. 



Dans (3.2.8 ) l'extraction de la mesure sur les modes zero est naturelle a partir de la mesure 
de l'integrale de chemin. En notant X^ = x M + X^ que nous avons separe en mode zero + 
modes d'oscillateurs, elle s'exprime selon : 



V D X^ = J d D x" J V D X> M (3.2.9) 
De sorte que le lagrangien effectif d'espace-cible se definit naturellement par la relation : 



C(jn) = Z' R [p i>R (x)} (3.2.10) 

Cette relation n'est pas tout a fait exacte car elle depend de la theorie etudiee. En theorie 
bosonique et en presence de tachyons, la relation doit etre modifiee H1361 1127B en C(fii) = 
(1 + /3idi)Z[jjLi]. Nous avons enleve l'indice R par commodite et nous avons note 9, = d/dfii. 
En revanche, elle est a priori exacte en theorie supersymetrique. Dans tous les cas, lorsque Ton 
se place specifiquement sur une CFT, c'est-a-dire sur une solution des equations du mouvement, 
nous avons toujours : 



C 



on— shell 



GO = z'rKrW 



(3.2.11) 



CFT 



Ces formules ont ete utilisees avec succes pour obtenir les actions H1231l86l Born-Infeld (BI) 
mais aussi obtenir les actions effectives de tachyon dans les systemes brane-antibrane coincident 
ou de brane nonBPS lfT27ll77H . 



La formule qui relie les equations du mouvement de Taction effective S aux fonctions beta 
des champs <pi est de maniere tres generale donnee par : 



^ = Kai^Pj (3-2.12) 

avec Kij ((f)) un coefficient tel que la covariance est retablie. Sans ce coefficient, la relation est 
en generale fausse a cause de l'independance dans le schema de renormalisation de l'equation 
du mouvement d'une part et la dependance de la fonction beta en ces schemas de 1' autre. Ce- 
pendant, si les fonctions beta sont universelles alors nous pouvons a priori choisir constant 
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et independant des champs. Cela se produit lorsque des resonances apparaissent - voir section 
suivante. Dans ce cas, les divergences sont logarithmiques et les contributions aux fonctions 
beta universelles, c'est-a-dire invariantes par changement de schema de renormalisation. 

Pour resumer, si Ton impose a Taction de n'etre construite qu'a partir de champs primaires 



relevants, la condition (3.2.6 ) suffit a definir une CFT. 



3.2.2 Schemas de renormalisation et fonctions beta 

Dans cette section nous allons introduire plus en detail le calcul des fonctions beta en fonc- 
tion du schema de renormalisation choisi. Nous en distinguerons 2 en particulier : le schema de 
soustraction minimale et le schema de Wilson. Le formalisme de renormalisation n'est en effet 
pas defini de maniere unique. 

II existe plusieurs facons de renormaliser et cela commence par le type de regularisation uti- 
lisee. Nous parlerons ici des renormalisations des divergences UV uniquement. Nous trouvons 
la regularisation dimensionnelle qui redefinit la dimension de l'espace en d — e avec e infi- 
nitesimale ; elle est souvent utilisee en theorie des champs car elle ne brise pas les invariances 
de Poincare ni de jauge - sauf en theorie des cordes. Nous trouvons aussi la regularisation 
brutale UV qui a le merite d'etre plus immediate et consiste a poser une limite ultra-violette 
dans l'espace des impulsions ; le probleme est qu'alors la symetrie de Poincare n'est plus ma- 
nifeste. Une methode similaire s'applique directement dans l'espace des positions - on parle 
alors de point- splitting (en anglais). Elle consiste a decaler infinitesimalement les poles dans 
les fonctions de Green autour du point de divergence. Cela revient a tronquer l'espace des po- 
sitions divergentes en dessous d'un seuil infinitesimal e. C'est cette derniere methode que nous 
utiliserons sur la surface de corde, car elle ne brise pas l'invariance de Weyl a la difference de 
son homologue dimensionnelle. II existe enfin la regularisation zeta, qui consiste a identifier 
une fonction dans un domaine de parametres sans divergence et de proceder a la continuation 
analytique dans le domaine divergent. Mais cela a le desavantage de ne pas prouver que cette 
derniere est autorisee. 

Une fois que la regularisation est choisie, il reste a se placer dans un certain schema de 
renormalisation. II s'agit d'une methode permettant d'extraire les divergences dependant du 
parametre infinitesimal e dans un calcul d'amplitude. La methode de soustraction minimale 
consiste a retrancher les divergences en inserant un ensemble de contreterme dans la definition 
de Taction et en esperant - il faut ultimement le verifier - que Tajout du contreterme ne rajoute 
pas plus de divergences qu'il n'en enleve. La methode de Wilson consiste a laisser les couplages 
dependre explicitement de e de telle sorte que les divergences s'annulent ordre par ordre dans 
T amplitude. Dans chacun de ces cas, il existe une definition des fonctions beta que nous allons 
maintenant aborder en detail. 



Schema minimal de soustraction 



Ce schema de renormalisation pose comme principe que toute divergence UV surgissant 
dans un calcul d'amplitude - par exemple une fonction de partition - doit etre soustraite par 



96 



Deuxieme partie. Section 3.2 



le biais d'un ensemble de contretermes ajoute a Taction fondamentale. Ceci amene a definir, 
comme a l'accoutumee en theorie des champs, des couplages physiques p, et des couplages nus 
He- En l'occurrence, dans le cas qui nous occupe, nous avons une theorie fondamentale definie 
sur une surface delimitee par un bord, par exemple le demi-plan superieur H + . Supposons 
que seuls les couplages de bord sont non-triviaux et sont appeles a etre renormalises. Nous 
definissons done Taction complete renormalisee et deformeef\se\on : 



et nous avons introduit Techelle de renormalisation L Tres schematiquement, on retranche 
brutalement les divergences UV et on etudie le flot de renormalisation resultant des couplages 
physiques ; autrement dit, il faut comprendre que le cut-off UV n'est pas une echelle, mais 
simplement, une regularisation dont le resultat final ne depend pas. 

Le choix est fait ici, d'introduire les cut-offs dans Tespace des positions et non dans ce- 
lui des moments comme il est fait habituellement en theorie des champs pour la simple raison 
que la theorie libre est ici une CFT et que les correlateurs sont connus exactement dans cet 
espace. La regularisation utilisee - nommee point-splitting en anglais - consiste a empecher les 
operateurs de s'approcher a moins de e et de s'eloigner de plus de L. Cela revient a ajouter, 
dans toute OPE a 2 points, les fonctions theta de Heaviside 9(\x — y\ — e)9(L — \x — y\). Cette 
regularisation brise explicitement la symetrie de Poincare sur la surface, mais puisque le resultat 
final ne doit pas dependre des cut-offs, elle n'est juste plus manifeste dans le developpement 
mais recouverte in fine. 

Les contretermes S ct doivent generer toutes les soustractions de divergences obtenues par 
OPE des deformations ji a § R 4> a - En d'autres termes, par developpement de e~ Sct toutes ces 
divergences doivent etre supprimees de telle sorte que T amplitude a calculer converge, dans la 
limite t — > oo. 

Nous pouvons calculer sans difficulte ces contretermes au deuxieme ordre dans les cou- 
plages. Supposons que nous calculions une amplitude dont les insertions ont des OPE regulieres 
avec la deformation (OPE reguliere). Cela revient a s'interesser a la fonction de partitioned' une 
theorie des champs reduite. On se s'interesse done ici qu'aux OPE internes au developpement 
du facteur e~ 5s . Du coup, nous avons : 

7. On nomme deformation, et on la note generiquement 5S, tout terme supplementaire a Taction de la theorie 
fondamentale libre telle que S = Sf + SS. 

8. La resolution des divergences de la fonction de partition doit resoudre automatiquement le probleme des 
divergences apparaissant par OPE avec des insertions, parce que la fonction de partition genere toutes les ampli- 
tudes. 




(3.2.13) 



ou les champs primaires <p a forment un ensemble complet et ferme par OPE : 




(3.2.14) 
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1 _ ^~V a j^+\Yl £ ha+hb ~ 2 V> b j> jf. } <t>a ■ <t>b + ■ ■ ■ 



a,b 



(3.2.15) 



On montre sans difficulte que le deuxieme ordre s'ecrit, en utilisant (3.2.14) : 



■j+L 



//•w+L 
dw^ c («;) / 



(z — w 



\h a +h b -h c 



(3.2.16) 



A present, trois situations se presentent. Soit h a + h b — h c < —1 ,auquel cas, nous avons 
une divergence UV ; soit h a + h b — h c — — 1, auquel cas, la divergence est a la fois UV et IR - 
ce qu'on nomme une resonance^Jcar h a — 1 + h b — 1 = h c — 1 ; et enfin, soit h a + h b — h c > — 1 
auquel cas la divergence est IR et par consequent nous ne nous en occuperons pas car il n'est 
pas necessaire de renormaliser, si bien que la fonction beta sera triviale. 

Exprimons tout de suite la fonction beta des couplages de facon generale en fonction du 
contreterme. On rappelle qu'elle est definie par la formule : 



/3 a = e 



dfi a 



(3.2.17) 



Comme nous le preventions dans la formule (3.2.13), les couplages nus sont relies aux cou- 
plages physiques par le biais des contretermes, soit schematiquement : 



(3.2.18) 



Or ces couplages nus doivent etre independants de £, car ils sont des parametres fondamen- 
taux, divergents certes, mais fixes de la theorie. On en deduit l'equation : 



' d£ 



0=(h a - l)^- 1 (ii a + 5fi a ct {e, £)) + £ h «~ l l(3 a + e 



d£ 



Ce qui donne pour expression de la fonction beta : 



(3.2.19) 



/3 a 



h a )Sfx a ct (e, 



d£ 



(3.2.20) 



La partie crochetee de la formule ci-dessus peut-etre calculee explicitement et sans difficulte 
au deuxieme ordre du developpement des deformations, mais comme nous 1' avons vu, depend 



9. Le nombre hi — 1 est la quantite qui apparait en exposant du facteur d'echelle £ dans la definition de la 
deformation non renormalisee. On peut y voir la valeur propre de l'operateur de dilatation L sur la surface, 
similaire comme on le sait a un hamiltonien. Or, hamiltonien ~ energie ~ frequence, ce qui explique le jargon. 
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des valeurs respectives des poids entrant en jeu dans le calcul des OPE. Nous allons maintenant 



calculer ces fonctions beta en fonction du resultat de l'integrale ( |3.2.16[ ) done de la valeur de la 
combinaison h c — h a — h b . 



Le premier cas correspond a h c — h a — h b < —1. II est le plus simple et le plus rapide a 



traiter. II suffit d'integrer (3.2.16), ce qui donne : 



E 

a.b 



>h a +h b —2/^ c a b 



r c ii a n t 

^ab P A* 



£l+h c —h a —hb £ l+h c ~h a — h b 

1 + h c - h a - h 



du(p c (w) 



(3.2.21) 



Pour bien analyser les divergences, le plus pratique est encore de ne centrer l'etude que 
sur un couplage, disons done fi c , et de choisir tous les autres couplages nus. II est meme plus 
correct de proceder ainsi, car tous les couplages peuvent etre renormalises et a tout ordre ; or 
e'est l'ensemble "couplage + contreterme" qui doit etre developpe. Reecrivons done la formule 
inspiree de la precedente : 



Tl+h c —h a —h b £ l+h c -h a -h b 

J2C ab c fi a B ^ b B —„ z z / d^o,. {i r) (3.2.22) 

a, b 



+ h c - h a - h b 



II est a present tres clair que tant que 1 + h c — h a — h b < 0, seule la limite UV est divergente. 
Par consequent, il faut ajouter a [i c le contreterme : 



5S, 



ct 



T l+h c — h a — hh 



a.b 



l + h c -h a -h b 



du(p c (w) 



(3.2.23) 



D'ou Ton extrait : 



ji-hc ^ c, 



ab ^B^B 



e 



l+h c —h a —h b 



a.b 



l + h c -ha-h b 



(3.2.24) 



La fonction beta est immediatement deduite de l'expression (3.2.20). Par invariance des 



couplages nus, les deux termes dependant de 5fi c se compensent pour donner simplement : 



(3 C = (1 - h c )fi c 



(3.2.25) 



Ainsi, en presence d'une divergence UV purement de type puissance, le contreterme ne mo- 
difie pas le flot de renormalisation. 



Le cas suivant h c — h a — h b = —1 se nomme resonance. L'integrale (3.2.16) est alors 



logarithmique : 



L dz L 
— = m — 

z e 



(3.2.26) 
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Nous avons a la fois une divergence UV et une divergence IR mais nous devons unique- 
ment soustraire du calcul la divergence UV. Cependant, pour que 1' argument du logarithme soit 
sans dimension, il faut y inclure l'echelle de renormalisation sous la forme h\i/e. Ainsi, le 
contreterme est facilement deduit des calculs precedent et doit etre : 



a.b 

D'ou nous extrayons : 



6S ct = C ab c V> h B In - / da; <f> c (w) (3.2.27) 



Sfjf = i 1 -*^ J2 C ab c fid, ^ - (3-2-28) 



et la fonction beta : 



a.b 



/3 C = (1 - h c )fi c - C ab c ^y b + o(ln -) (3.2.29) 



a.b 



Nous avons remplace les couplages nus par leur expression ( 3.2.18[ ). Done en toute generalite 



il existe un terme dependant explicitement de e et i. Notons, cependant, que souvent ces termes 
sont d'ordres plus eleves que quadratiques et sont done negligeables en premiere approximation 
- il se peut d'ailleurs qu'ils finissent par s'annuler en tenant compte de l'ensemble des contri- 
butions. 



En ce qui concerne le dernier cas divergent IR, nous ferons simplement la remarque sui- 
vante : si les divergences IR peuvent paraitre importantes dans la theorie definie sur le plan 
complexe, elles ne le sont pas vraiment pour un vrai calcul d' amplitude en theorie des cordesp^j 
En effet, la limite infrarouge est naturellement fixee par la geometrie complete de la surface, 
e'est-a-dire soit la sphere soit le disque. Si Ton fait en sorte que la limite UV soit bien definie 
et que les flots de renormalisations soient nuls, alors le resultat ne depend simplement ni de la 
taille de la sphere ni de celle du disque - elle correspond naturellement a l'echelle infrarouge. 
Mais interessons-nous maintenant au schema de Wilson. 



Schema wilsonien 

Dans ce schema, nous nous interessons directement au comportement ultra-violet de la 
theorie renormalisee. L'idee est de tronquer la theorie a une certaine echelle, ici e et d'exprimer 
une action effective a cette echelle, ce que Ton avait introduit par la notation T e , de telle sorte 
que le calcul resultant est fini dans l'UV. Cette action effective s'ecrit dans notre cas comme : 



T £ = S Mk + e ha - X ^ a {e) I <f) a (3.2.30) 

a J 

10. Le plan complexe est conforme a un voisinage de la variete a 2 dimension et non l'integralite de la variete. 
Pour la sphere par exemple, ce peut etre un hemisphere. 
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Encore une fois nous ne nous interessons qu'aux deformations de bord. Les couplages 
dependent maintenant explicitement du cut-off UV. A la difference du schema minimal, il n'y a 
pas de contreterme, ils sont deja inclus dans fi a (e). L' expression de ces derniers est obtenue de 
telle sorte que la theorie ne depende pas asymptotiquement (e — > 0) de la regularisation UV, ce 
qui s'exprime par : 

ed £ (e~ r£ ) ^ (3.2.31) 
et donne, d'emblee, la fonction beta des couplages selon : 



f3 a = ed ef i a (3.2.32) 

Nous constatons done que dans ce schema tout ce qui concerne les divergences infrarouges 
est laisse de cote. Autrement dit, seul le comportement local de la theorie est etudie. Chaque 
couplage s'exprime selon : 



p°(e) = e 1 -^ + <5/i a (/4 e, L) } (3.2.33) 

Nous avons introduit un couplage renormalise jj R independant du cut-off et un "contre- 
terme" dependant des deux cut-offs ainsi que d'autres couplages renormalises, en toute generalite. 



L' ensemble reinjecte dans Taction (3.2.30) permet d'ecrire : 



r £ (fi a ) = s bulk + f<p a + Yl <*/A/4 £ ' L ) f <t>« 

a a 

= S bulk + / l<t>a] R = rV/4) (3.2.34) 

ou nous introduisons des champs primaires renormalises. Notons que la deuxieme ligne 
est le point de depart du schema minimal et qu'alors simplement [4> a ) R = 0f . L' expression 
ci-dessus permet d'ecrire toute amplitude comme : 

A E [ti a ] = A R \ji a R ] (3.2.35) 

Reprenons le developpement de la section precedente et adaptons-le au cas qui nous interesse. 
Nous avons ( |3.2.15[ ) : 



J 2 a,b J 

(3.2.36) 

Encore une fois, le second ordre apres OPE devient : 

//•w+L -i 
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Pour h a + h b — h c ^ 1, nous pouvons calculer l'integrale generiquement 



L\h +1— h a — hj, 



(-) 

En c a b V e J 



+ l-h a -h b 



x e 11 ^ 1 I duSJw) 



(3.2.38) 



Compte-tenu de l'equation (3.2.31 ) et du developpement (3.2.36), nous devons resoudre : 



ab ^ ^ 



.a.h (e) 



L \ h c +l—ha—hb 



- 1 



a, b 



h c + 1 - h a - h b 



-> 



(3.2.39) 



Ce qui donne l'equation 



L \h c +l-h a -h b 



e^- 1 f (h c - 1)// + /3 C - °ab C (0 V + V a P b + (he ~ 1 W) 

\ a,6 



a, 6 



h c + l~h a —h b 



h a - ^6 



^0 (3.2.40) 



A l'ordre quadratique rien sinon l'ordre lineaire dans les fonctions beta des couplages /i a et 
fi b ne doit contribuer. Du reste, elles sont triviales compte-tenu de la formule ci-dessus. Suppo- 
sons done que nous avons pour tout a : 



(3 a = (1 - h a )fx a + 5(3 a 



(3.2.41) 



avec 5(3 a d'ordre 2. La formule precedente a l'ordre quadratique dans les couplages toujours, 
devient simplement : 



(3.2.42) 



Dans le cas ou h c + 1 — h a — h b < 0, on trouve : 



5P C = - <Vfi V =J- /? c = (1 - W - £ C ab c fiy b (3.2.43) 



Dans le cas contraire, si h c + 1 — h a — h b > le terme est non divergent et ne contribue 
simplement pas a la fonction beta qui est done trivialement : 



/3 C 



h c )/i c 



(3.2.44) 



Ceci implique que le groupe de renormalisation n'est pas sensible ici aux divergences IR. 
Le cas intermediaire, resonant, h c + 1 — h a — h b = n'est pas difficile a resoudre en revenant 



a la formule (3.2.39 ) et en remplacant : 
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h c • 1 • - //„ -• ///, 

Alors nous obtenons encore : 



/ l,\hc+l—ha—hb j j 

~' ~ < — > In (3.2.45) 



/3 C = (1 - h c )p c - C ab c ^y b (3.2.46) 



a.b 



Nous pouvons condenser toutes ces formules sous la forme : 



(3 C = (1 - h c )p c - C ab c ^y b ®(h a + h b -h c -l) (3.2.47) 

a.b 

avec Q(x > 0) = 1 et sinon. 

Comparaison entre les deux schemas et remarques sur les resonances 

Dans ce schema, les fonctions beta sont done differentes de celles du schema de soustraction 
minimale. Cela tient au fait que, dans ce schema, le groupe de renormalisation analyse directe- 
ment le comportement de la theorie dans l'UV. Les quantites derivees dans les deux schemas 
sont cependant relies par une simple redefinition des champs, comme par exemple dans la for- 



mule (3.2.34). Le calcul detaille de Gaberdiel et al. [1431 est interessant a cet egard. Ainsi, 
la difference entre les fonctions beta de ces deux schemas ne tient qu'a une redefinition des 
champs. Ceci implique que 1' interpretation des fonctions beta en tant qu'equations du mouve- 
ment est delicate, et il faut comprendre que 1' identification n'est possible qu'a une redefinition 
des champs pres. 

Toutefois, a la resonance, les fonctions beta des deux schemas sont exactement egales. C'est 
un resultat important impliquant que les resonances fournissent des contributions universelles 
aux fonctions beta, e'est-a-dire qui ne dependent pas du schema de renormalisation et sont done 
invariantes par redefinition des champs. Naturellement, nous sommes tentes d' interpreter ces 



fonctions beta comme equations du mouvement. Nous verrons dans les sections 5.2 et 6.2 que 
cela est encore assez delicat, du fait des ambiguites de redefinition des fonctions beta par des 
termes proportionnels a des fonctions beta, e'est-a-dire nuls lorsqu'elles sont identifiees a des 
equations du mouvement, selon /3 f = 0. 



Chapitre 4 



Generalites : Condensation de tachyon de 
cordes ouvertes 



Nous allons a present discuter des theories pre-existantes de condensation de tachyon dans 



des systemes de branes. Dans la section 4.2 nous developperons les concepts et les outils dans 



le cadre de la theorie bosonique, ou nous verrons en detail les differents modes de condensation 



de tachyon ainsi que les objets qu'ils produisent. Puis, dans la section 4.3 nous les adapterons a 
la question de la condensation de tachyon en theorie des supercordes. 

II convient d'etudier tout systeme prealablement en theorie bosonique, car l'intuition peut y 
prendre plus de place. En effet, la dynamique des fermions est souvent peu intuitive et peut faire 
perdre de vue la pertinence d'une etude. En outre, il est souvent pratique de tester prealablement 
des outils en theorie bosonique car plus simple a manipuler. Voici quelques references utiles et 
detaillees sur la condensation de tachyon [QT8l[TT3l [TT21 [TMfTTTI I77H . 

Dans la section suivante nous discuterons du potentiel effectif du tachyon et nous verrons 
comment introduire la condensation ainsi que les vides stables et instables. Nous montrerons 
que par condensation on peut atteindre un vide stable non tachyonique et nous etudierons sa 
nature. Nous verrons qu'il s'identifie a une theorie des cordes fermees H1081 11121 [T2l . Nous 
etablirons dans les sections 4.2.1 et |4.2.2 ensuite l'existence de solutions a dependence spatiale 



ou temporelle permettant d'interpoler de vide stable a vide stable ou de vide instable a vide 
stable. Enfin dans la section 14.2.31 nous discuterons brievement de la connexion des CFT de 
condensation aux modeles integrables. 



4.1 Tachyon, vide stable et potentiel effectif 

Au sein de certaines theories des cordes, des excitations tachyoniques ll97l 1981 sont iden- 
tifiees dans le spectre de masse des cordes ouvertes ou fermees. Or ces theories decrivent des 
theories de cordes "classiques", c'est-a-dire qui ne sont pas exprimees en raison de champs 
quantifies, et pour lesquelles il n'existe pas a priori de notion de champ de corde et de potentiel 
effectif. Cependant, compte-tenu de ce qui a ete developpe plus haut, ces theories des cordes 
doivent etre identifiees a des maxima locaux dans des theories des champs effectives au sein 
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desquelles, les cordes sont les quanta de perturbation des champs quantiques correspondants[j 
Ainsi, toute theorie des cordes ayant un ou des tachyons dans son spectre est-elle localisee 
dans le pay sage d'une theorie des champs effective en un vide instable H1281 11271 1 1 1 811 . Par 
consequent, du point de vue d'une theorie des champs de cordes, il ne s'agit pas d'un vide per- 
tinent a etudier. A l'inverse, s'inspirant de ce qui a ete dit, il serait imaginable H1131I1081I d'impo- 
ser a la theorie des cordes de quitter son vide instable et d'evoluer du vide initialement "tachyo- 
nique" vers son vide stable^} Ce procede est precisement ce que Ton entend par condensation du 
tachyon en theorie des cordes. II existe en fait des modes de condensation plus generaux que ce- 
lui, dynamique, qu'on vient de presenter. On peut en construire dependant de l'espace, d'autres 
du temps et certains des deux, c'est-a-dire en general des modes de condensation localement 
dependant des coordonnees de l'espace-temps cible. Enfin on peut aussi imaginer simplement 
transporter le systeme a la main dans son vide stable. II s'agit alors de condensation statique 
homogene. 

II existe cependant une condition importante a respecter : le mode de condensation doit etre 
une solution des equations du mouvement de Taction effective. Comme nous l'avons vu dans 
le chapitre precedent, cette propriete s'exprime aussi dans la theorie de surface de corde, en 
termes de contrainte de marginalite exacte, c'est-a-dire d'invariance conforme de la theorie. 



Vide stable et condensation statique homogene 

L' etude du vide stable est de premiere importance. En effet, il s'agit d'identifier sa nature et 
sa composition en elements fondamentaux - branes, cordes. Nous pourrions alors determiner la 
nature du systeme stable correspondant et par consequent ce en quoi un systeme instable pour- 
rait evoluer. Dans un premier temps, nous allons examiner un cas de condensation homogene et 
statique, c'est-a-dire que nous placerons a la main le tachyon constant en son - ou un de ses - 
vide stable. Puis, dans la section suivante, approfondir la question de la condensation locale. 

Dans ce cas de solution constante, on s' attend H108II intuitivement a ce que ce vide ob- 
tenu soit celui des cordes fermees a 26 dimensions en theorie bosonique et 10 dimension en 
theorie de supercordes. En effet, la symetrie de Poincare dans le volume d'univers de la brane 
est conservee par cette solution et le vide est par definition stable. Or un vide de corde ouverte 
ne semble pas compatible avec ces proprietes, puisqu'en premier lieu le tachyon doit avoir dis- 
paru^jet qu'en second lieu on impose a la solution d'etre independante des coordonnees le 
long de la brane. Notons cependant que rien n'empecherait a priori l'existence d'une brisure 
spontanee de la symetrie de Poincare; mais il s'agirait alors d'un phenomene relevant d'une 
condensation locale. 



II est possible de prouver H118[ I112[ [T2l 11381 que ce vide est effectivement celui d'une 

1. On pourra lire sur les actions effectives en theorie des cordes Il37ll36l . 

2. La litterature emploie souvent, par un evident abus de langage, que le "vide tachyonique" est le vide stable. 
II ne convient pas d'utiliser cette appellation trompeuse quitte a s'eloigner du choix des auteurs. Dans cette these 
le "vide tachyonique" est defini par le vide instable. 

3. Une facon de se debarrasser d'un tachyon sur une brane est d'ajouter de nouveaux champs. Par exemple 
un champ de jauge constant peut permettre de decaler le spectre de masse suffisamment pour compenser la sous- 
traction a l'origine du tachyon. Cependant, c'est un procede ad-hoc qui n'aide pas a comprendre le mecanisme 
"naturel" de condensation de tachyon puisqu'il s'en debarrasse. 
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theorie des cordes fermees, autant en theorie bosonique qu'en supercordes, c'est-a-dire que 
la brane - sur laquelle n'existe que des cordes ouvertes - a la capacite d'imiter un vide de 
corde fermee de dimension maximale dans l'espace-temps complet. En effet, la theorie de corde 
fermee obtenue est bien uniforme dans l'espace a 26 ou 10 dimensions et non uniquement le 
long du volume de la brane. Ceci est justifie par 1' argument que la tension de la brane est 
(quasi-)nulle dans ce vide, de telle sorte qu'elle s'y deforme - par fluctuations puisque la brane 
est entite dynamique - infiniment dans les dimensions transverses^Jjusqu'a se repandre dans 
l'espace entier. 

Plus concretement, il se produit une materialisation des flux electriques HI 121 le long de 
la brane. lis sont accompagnes d'un confinement |fT2lll38ll leur donnant une forme lineaire ou 
bien circulaire. Enfin, leur tension est quantifiee en la valeur de la tension de corde ; ce qui im- 
plique qu'ils se materialisent sous forme de cordes fondamentales. Par exemple, en connectant 
les deux extremites separees d'une corde ouverte, ils reforment une corde fermee. II semble que 
la brane finisse par se desintegrer de cette maniere. 

II en decoule un certain nombre de proprietes essentielles qui doivent etre verifiees par le 
potentiel effectif et les caracteristiques observables du systeme branaire instable, en particulier 
l'energie, la pression et les diverses charges - une brane etant couplee a divers champs de cordes 
fermees. 

4.1.1 Contraintes sur le potentiel effectif 

Nous noterons le potentiel effectif V(T). Lapropriete d'existence d'un vide de corde fermee 
implique que la brane soit autour ce vide de tension nulle H1081 1 1 1 811 ; ce qui est equivalent a 
demander qu'elle soit totalement dissipee. Le long du potentiel, la tension de la p-brane - la 
densite d'energie de masse en somme - est donnee par la combinaison : 

T P = T P V(T) (4.1.1) 

On suppose que le vide est atteint pour T = pour i = 1 . . . N, si en toute generalite il 
existe N vides stables^} Ainsi, l'hypothese impose : 

V(0) = 1 et V{T^) = (4.1.2) 

Notons des a present que ce resultat est compatible avec la plupart des potentiels effectifs 
obtenus en theorie des champs de cordes ouvertes (OSFT) ll76l l84l . a part en theorie boso- 
nique ll5Tl 11361 1 13511 pour des problemes d'analycite et d'asymetrie, mentionnes dans la note (^j) 
ci-dessous. En outre, quelques actions effectives de tachyon obtenues dans le cadre des theories 
conformes avec bord, confirment ce comportement liTTTl . 

4. Dans la limite de tension nulle, le systeme devrait croiser la valeur de la tension de corde done la brane 
devrait finalement se desintegrer en cordes. 

5. On suppose qu'ils sont tous des minima globaux. La question des minima locaux est plus difficile a adresser. 
En outre, l'ensemble de ces vides peut ne pas etre denombrable, ce qui se produit dans le cas D — D, puisque le 
tachyon est complexe. 
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Le potentiel de tachyon a en outre ete prouve universel par Sen UlllH . c'est-a-dire qu'il ne 
depend pas des valeurs classiques des autres champs de fond comme par exemple la metrique 
ou le dilaton. II s'en suit que Ton peut tout aussi bien etudier la condensation de tachyon en 
espace ouvert ou en espace compact, et ce en utilisant une meme expression du potentiel. Par 
consequent, on s' attend a ce que les solutions obtenues ne different pas significativement dans 
un cas par rapport a 1' autre. Une representation souvent utilisee, presque canonique aujourd'hui 
est : 




Figure 4.1- Potentiel effectif canonique pour le champ de tachyon. 



L' argument T peut aussi etre remplace par un module complexe, par exemple dans le cas 
D — D. Ainsi si le tachyon est reel, on denombre generalement deux vides distincts — y ±oo 
qui verifient mais brisent spontanement la symetrie Z 2 . Tandis que si le tachyon est complexe 
l'ensemble des vides n'est plus denombrable mais verifie et brise spontanement la symetrie 
17(1). 



Dans le cadre des supercordes, on trouve frequemment dans la litterature les representations 
suivantes : 



vme^ (4.1.4) 

avec (3 et 7 des constantes arbitrages ici - elles peuvent etre reabsorbees par redefinition 
des champs dans le tachyon. On s' attend en general a ce que la theorie correspondante puisse 

6. Ce point est peu delicat et depend de quel tachyon on parte. Par exemple, cette forme est correcte pour un 
tachyon interbranaire dans le cadre d'un systeme de branes bosoniques paralleles. Mais elle ne Test a priori plus 



pour un tachyon vivant sur une seule brane parce que le potentiel y est asymetrique - voir figure (4.2 1. On pourrait 
faire une continuation analytique des supercordes vers la theorie bosonique, mais le lagrangien effectif obtenu n'est 
pas compatible avec le calcul de la fonction de partition : la correspondance est non-analytique autour de T = 0. 
On pourra par exemple comparer les etudes de Tseytlin Ml 2711 avec la discussion de Kutasov et Niarchos dans 11771 . 
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etre amenee, par redefinition des champs, sous une forme telle que le potentiel effectif y est 
canonique. 

En revanche, dans le cadre des cordes bosoniques BTl 11361 11271 pour un tachyon de corde 
ouverte dont les extremites sont attaches a une meme brane, on obtient par calcul direct dans le 
cadre de la BSFT, : 



V(T) = e~ T (1 + T) (4.1.5) 



Comme nous pouvons le constater dans sa representation graphique - figure 4.2 - le po- 
tentiel n'est pas minimisable dans la region T < de telle sorte que toute condensation y est 
catastrophique, c'est-a-dire perpetuelle et sans jamais atteindre de vide stable, ce qui ne peut 
evidemment pas etre d'un grand interet.^J On ne s'interesse done generalement qu'a la partie 
minimisable T > du potentiel. Dans ce cas, on peut se ramener a l'etude d'un tachyon dans 
un potentiel symetrique. 



V(T) K 




/ 0.5 






T 



Figure 4.2 - Potentiel effectif pour le champ de tachyon obtenu explicitement en theorie des 
champs de corde bosonique. 



Contraintes sur les observables du systeme 

Nous disions que la nature du vide de corde fermee impose des contraintes sur les obser- 
vables de la theorie branaire, par exemple l'energie, la pression ou les diverses charges. 

Premierement, l'energie doit etre identiquement nulle dans l'espace-temps entier, restaurant 
ainsi la symetrie de Poincare brisee spontanement par la brane. Or la densite d'energie de la 



brane dans le vide est donnee par sa tension (4.1.1 ). Le profil de la brane dans le vide tachyo 



nique etant en outre une fonction delta de Dirac d^^^^x^) - on suppose que la brane est 
placee en x 1 - = qui par symetrie de translation permet toujours de conserver un point de vue 
general - nous avons alors, du vide instable au vide stable, la transition suivante : 



7. Les effets tunnel vers cette region ne devraient pourtant pas etre negligeables. lis seraient meme probable- 
ment dominants, mais n'oublions pas que la theorie bosonique est de toute fafon pathologique a cause du tachyon 
de corde fermee. 
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e = T p 5( D ~ p -V (ar 1 ) — > e = T P V(T ) = (4.1.6) 

ou 5( D_1 J(0) est simplement le volume du vide a un instant t. La densite d'energie e s'an- 
nule done dans le vide stable a condition que le potentiel s'annule egalement. 

Deuxiemement, la pression aussi est censee s'annuler : on nomme pression les composantes 
diagonales Tu du tenseur energie-impulsion perpendiculaires a celle de l'energie e = T 00 . En 
effet, si Ton s'attend bien a obtenir un espace-temps verifiant une symetrie de Poincare, ho- 
mogene, alors cet espace - en 1' absence de contrainte a priori - doit etre plat. Rappelons que 
cela est justifie par 1' argument que la tension effective de la brane tend vers zero et que par 
consequent elle fluctue sans cout energetique en tout point de l'espace, de facon totalement ho- 
mogene - autrement dit les fluctuations ne sont plus controlees. De la sorte, on peut justifier que 
la pression doit egalement tendre vers zero et meme etre tout a fait nulle dans le vide de corde 
fermee. 



Enfin, rappelons que Ton assimile une brane a une source de cordes fermees. Entre autre, 
nous avons vu qu'elle constitue une source d'energie et de pression, et plus generalement 
d'energie-impulsion : T M „ ^ 0. Or par la relation d'Einstein oc T^ w elle constitue done 
aussi une source de graviton. De meme on sait qu'elle constitue une source pour le champ 
et pour le dilaton En supercorde, il faut en outre etudier son couplage aux champs Ramond- 
Ramond via les termes de Wess-Zumino, ce que nous verrons un peu plus en detail dans la 
4.3| L' expression conjecturee H110ll44ll de Taction effective de basse energie - a l'ordre 



section 



des arbres - sur une brane bosonique^Jou une brane non BPS - au terme WZ pres - est : 



S eff = -T P J d p+1 ae-*V(T) y/- det (G ab + B ab + 2na'F ab + d a Td b T) (4.1.7) 

On nomme cette action TDBI pour tac/zyon-Dirac-Born-Infeld. Les champs G ab et B ab sont 
ici les "pullback", sur le volume d'univers de la brane, de la metrique et du champ de Kalb- 
Ramond d'espace-cible. Quant au champ F ab , il s'agit du tenseur de Maxwell du champ de 
jauge U(l) de corde ouverte, heberge sur le volume de la brane. Dans le cas d'une simple 
brane bosonique ou non BPS, le tachyon n'est pas couple a ce champ. Si ce dernier survit a 
la condensation, alors que les cordes ouvertes doivent avoir disparu, nous avons un probleme. 
Cela se produit egalement dans le systeme D — D. On pourra lire a ce propos les discussions 
de Sen H112[ I110H ainsi que de Bergman et de Yi H21 113811 . II est admis a present qu'a cause 
du potentiel tachyonique ce champ electrique est confine en tube de flux autour du vide stable, 
permettant ainsi, comme on l'a explique plus haut, la formation de cordes fermees. 

En effet, le potentiel peut etre reabsorbe dans le terme cinetique du champ de jauge, mais il 
reapparait alors dans l'expression de la constante de couplage de jauge en 1 /V . Par consequent, 
lorsque V — V 0, la constante de couplage tend vers l'infini et la theorie de jauge est fortement 
couplee. Un phenomene non-perturbatif analogue se produit sur des M-branes lfT2ll et on trouve 

8. Au moins, en ce qui concerne le tachyon interbranaire d'un systeme de deux branes bosoniques paralleles. 
Voir discussion dans la note (©). Mais cette forme est probablement valable de fagon generale. 
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effectivement que cela mene au confinement du champ de jauge sous la forme de tube de flux. 



Maintenant, suite a la condensation, si nous sommes en presence d'un vide de corde fermee, 
alors les seules cordes pouvant apparaitre proviendraient de fluctuations quantiques du vide. 
Or dans un vide stable, les valeurs des observables ne sont pas modifiees par les fluctuations 
quantiques, puisque cela serait paradoxal. Par consequent, il faut trouver que toutes les sources 
de champs s'annulent en Tq\ 



C'est ce que Ton obtient en faisant tendre T — > Tq dans Taction (4.1.7) puisqu'alors 
S e ff — > 0. Cependant, il faut etre plus rigoureux que cela pour converger sur une conclusion, 
puisque comme nous l'avons montre on peut toujours reabsorber le potentiel tachyonique dans 
les champs. Une etude rigoureuse des etats de bords H113U1081I118II permet de montrer que les 
sources de cordes fermees disparaissent effectivement. Plus precisement, l'annulation de l'etat 
de bord dans le vide stable \B) — >■ est identifiee sans equivoque a la disparition complete de 
la brane representee par cet etat de bord. Enfin, 1' absence de brane implique 1' absence de corde 
ouverte. 



Ainsi, nous venons de voir que le vide stable du tachyon est bien le vide des cordes fermees, 
bien que la theorie initiale soit celle d'une brane, c'est-a-dire dans laquelle les excitations fon- 
damentales sont des cordes ouvertes. Maintenant, nous pouvons etendre cette etude a des modes 
de condensation locaux dans l'espace-temps, c'est-a-dire brisant spontanement la symetrie de 
Poincare dans l'espace-cible done associes a la formation de defauts topologiques. 



4.2 En systeme de branes bosonique 



Nous sommes a present amenes a decrire et a classifier l'ensemble des solutions de conden- 



sation derivees de Taction effective TDBI (4.1.7 ). Pour ce que nous souhaitons etudier, on peut 
cependant se restreindre a Taction effective tachyonique : 



S = T P J d p+ V V(T)y/l + d a Td a T (4.2.1) 
De plus nous savons que cette action est valide universellement - cf. chapitre [T] - a la 



difference de Taction TDBI (4.1.7). Comme nous le disions ces solutions peuvent etre de 
differents types. Nous venons de presenter le cas constant. Or ces solutions peuvent aussi etre : 
homogenes si elles dependent uniquement du temps et inhomogenes si elles dependent aussi de 
Tespace. Nous verrons aussi un cas particulier de solution dependant du temps interpolant entre 
un vide instable et un vide stable. 



4.2.1 Solutions de condensation spatiale : ressaut et rebond 

Nous verrons tout d'abord le cas des solutions inhomogenes statique, qui correspondent 
done a une disintegration spatiale d'une p-brane instable. On en distingue deux sortes : les 
solutions interpolant entre deux vides stables distincts, auxquels on se refere dans la litterature 
sous le nom de ressaut ; et les solutions interpolant d'un vide stable vers lui-meme, ce que Ton 
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nomme rebond. Dans chaque cas, en utilisant 1' interpretation qu'un vide stable est un vide de 
corde fermee, on s' attend a ce que la solution represente une (p — l)-brane. 

Dans le cas bosonique, ces deux solutions decrivent en realite strictement la meme chose 
par une sorte d' equivalence des theories conformes les decrivant sur la surface de la corde^J En 
outre, en supercordes, il n'existe que des solutions de ressaut - et vortex - pour des questions 
de topologie. On s'attend done a ce que le ressaut soit l'objet fondamental d'interet dans la 
condensation inhomogene. Par la suite on y attachera done plus d'importance qu'au rebond. 



Solution de ressaut 

Nous nous baserons sur les articles de Sen H1081 11131 principalement. Les details pourront 
s'y trouver, nous ne ferons done qu'un survol de son etude. Ses arguments vont comme suit. 



Comme nous le disions, le potentiel de tachyon est universel. II s'en suit que Ton peut tout 
aussi bien etudier la condensation de tachyon en espace ouvert ou en espace compact, et ce en 
utilisant une meme expression du potentiel. Par consequent, on s'attend a ce que les solutions 
obtenues ne different pas significativement dans un cas par rapport a 1' autre. 

Ainsi, Sen propose d' etudier dans le cadre de la theorie conforme de bord la condensation 
de tachyon en espace compact de type cylindrique - ou la T-dualite est definie. Cette etude est 
particulierement simplifiee par l'apparition d'une symetrie^S'f/ (2) i x SU (2)r cachee ||97l , a 
une certaine valeur de rayon de compactification R = y/a'. Cette symetrie concerne uniquement 
le champ scalaire compact, et implique simplement que les modes de ce champ verifient une 
symetrie supplementaire permettant done de les classer. 

La configuration que Sen propose d'etudier est la suivante. Supposons que l'espace n'est 
compactifie que le long d'une seule direction que nous noterons X de rayon R et que deux 
branes superposees s'enroulent autour de cette direction. II existe 4 secteurs de cordes ouvertes 
se transformant selon la symetrie de jauge U (2) et plus precisement dans la representation ad- 
jointe de U (2), composee des matrices de Pauli a ' 1 ' 2 ' 3 . Dans chacun de ces secteurs il existe un 
tachyon - e'est un cas particulier en theorie bosonique. Toutefois, seul un secteur est reellement 
interessant ici : il s'agit du secteur interbranaire a 1,2 car il est 1' unique secteur a admettre un 
tachyon en theorie des supercordes. Rappelons qu'en theorie bosonique, l'existence du tachyon 
de corde fermee est pathologique ; ultimement, les travaux accomplis dans ce contexte sont des- 
tines a etre reutilises en theorie des supercordes. Pour cette raison, Sen ne se focalise que sur la 
condensation de ce tachyon, et nous suivrons cet engagement. 

Ensuite, nous l'avons dit plus haut, La condensation de tachyon en theorie bosonique est en 
general mal definie pour T < a cause du puits de potentiel infini. Cependant, parce que nous 
etudions un tachyon du secteur interbranaire, nous avons que V(T) est defini symetrique Z 2 
sous la forme (4.1.3 ). Par consequent on s'attend a trouver des solutions topologiquement non 
triviales interpolant entre deux vides distincts. 



En suivant la methode de Sen, il est possible de ne construire qu'un seul soliton. Dans ce 
but, il impose au tachyon d'etre anti-periodique en allumant une demi-unite de ligne de Wilson 

9. Notons cependant que la solution de rebond a ete beaucoup etudiee dans la litterature en OSFT [87, 58, 73] . 
10. Plus specifiquement une algebre de courant 
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dans la direction compacte, c'est-a-dire le long de X dans le secteur minimalement couple a 

a3 ®2^/ 9X (4 ' 2 ' 2) 

Dans cette configuration, Sen montre que le mode tachyonique associe a X et verifiant cette 
anti-periodicite 



T(x) = a cos — (4.2.3) 
2R 

devient non massif en R c = R/2. Comme il est en outre possible d'obtenir une dimension 
compacte de rayon R/2 en imposant un twist hx = e %PxlvR sur une dimension compacte de 
rayon R, c'est-a-dire en ne selectionnant que les champs identifies sous cette translation X — )■ 
X + Ti R. Nous pouvons done exprimer la theorie compactifiee au rayon R c sous la forme d'une 
theorie au rayon R. Or chose pratique, en R = R l'operateur de vertex du tachyon 



V = C7i Cg) a cosX = <7i 



a 
2 



(4.2.4) 



est identifie a une ligne de Wilson, en terme du courant SU(2) d<p, et est done exactement 
marginal pour toute valeur de a. Lorsque nous avons cette propriete, on dit que la theorie est une 
CFT et les couplages de cette CFT constituent les fonds classiques des champs correspondants 
dans l'espace-cible - c'est-a-dire les solutions des equations du mouvement de Taction effec- 
tive. En dehors du rayon auto-duale R = R en revanche, Sen montre que la marginalite exacte 
n'est assuree qu'en deux valeurs a = et a = 1/2 parce qu'autrement le tachyon developpe 
un tadpole. 

Le fond a = est clairement identifie au vide tachyonique instable. A l'inverse, le fond 
a = 1/2 est identifie avec une solution de ressaut. Le profil de surface de corde correspondant 
est sensiblement favorable^ a cette interpretation (voir figure 4.3 ). 







/ 


71/ 2 


71 





Tl/2 



Figure 4.3 - Solution de ressaut sur x e 
{0; 7r}. Le soliton est localise en x = ir/2. 



Figure 4.4 - Solution de ressaut dans 
l'espace-cible 



11. En fait, l'espace-cible a cause du facteur de CP voit plutot T(x) 2 . Dans ce point de vue, la solution ressemble 
plus a un rebond, mais cela prouve simplement que P interpretation est un peu ambigue. Voir plus loin. 
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Sen montre en effet que la CFT associee a ce ressaut est bien celle d'une brane localisee au 
point de l'espace ou T = 0, soit ici x = ir/2. Les valeurs de T correspondant au vide de corde 
fermee sont done dans cette description T = ±1/2. Cependant, il faut noter qu'il s'agit la de 
la description du processus sur la feuille d'univers d'une corde, e'est-a-dire que l'operateur de 
vertex ( 4.2.4} correspondant au fond est ce que pergoit la corde et non ce qui est effectivement 
dans l'espace-cible. C'est une distinction importante. En realite, dans l'espace-cible, le profil 
de la solution ressemblerait a une fonction d'Heaviside (voir figure |4.4|). 



En suivant la construction de Sen, nous avons done obtenu la solution de ressaut dans un 
espace compact. On s' attend evidemment a ce que cette solution existe aussi dans la limite de 
decompactification, i.e. pour R — > oo. Comme nous avons vu, c'est en effet le cas tant que 
a = 1/2. Or Sen montre aussi que le fait d'augmenter le rayon n'a bien aucune incidence 
sur la nature de la solution, e'est-a-dire qu'il s'agit toujours d'une (p — l)-brane. Cependant, 
la forme de la deformation sur le worldsheet change. Nai'vement, on l'ecrirait proportionnelle 
a cosX/2_R, mais alors elle ne serait plus marginale et il faudrait ajouter des perturbations 
supplementaires pour conserver cette propriete. 



Solution de rebond 

Nous disions plus haut que Ton pouvait aussi decrire cette brane de codimension 1 sous la 
forme d'un rebond. Cela se fait naturellement en supprimant la ligne de Wilson et en retablissant 
la periodicite. Au rayon auto-dual R = R = 1, nous construisons un tachyon tel que simple- 
ment : 



T(x) = cr 1 <g> a cos X ee a 1 <S> ad(f) 



(4.2.5) 



Comme precedemment, ce tachyon est exactement marginal pour tout a au rayon auto-dual 
et uniquement en a = {0, 1/2} en toute autre valeur du rayon. Par consequent il constitue 
toujours une solution des equations du mouvement. Or on peut montrer qu'il decrit visiblement 
en cette valeur une interpolation spatiale d'un vide stable vers lui-meme, prenant la forme de 
deux (p — l)-brane localisees en x = {0, ttR}. Cela est suggere par la forme du tachyon[j^]de 
la surface de corde conjugue au fait qu'on obtient explicitement que les solitons sont localises 
en x 



{0, 7r}. C'est bien ce qu'on appelle une solution de rebond (voir figure 4.5 ) 



Ce resultat est donnee explicitement dans H113II . Sen y obtient une expression pour la "fonc- 



tion d'onde" de la brane - plus specifiquement, il caracterise l'etat de bord \B) = \B) 
\B) X ® \B) h dans la direction 13 X par : 



c=25 



+oo 



\B) X oc ( sin 2 >7rK 2 ^°) |0) c (4.2.6) 

1=— oo / 

12. Encore une fois la donnee importante est le tachyon carre que Ton peut aisement se representer a partir de 



la figure (4.5 i 



13. Les autres directions ne sont pas relevantes ici car decouplers. 
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Figure 4.5 - Profil de rebond avec a = 1/2 centre sur la brane localisee en x = ir. 

avec |0) c le vide invariant de corde fermee SL(2, C). Nous avons modifie un peu sa formule 
pour l'adapter a notre presentation et telle qu'ici le tachyon contient le facteur CP a 1 qui ne 
selectionne que les puissances paires dans la formule ci-dessus. Ainsi, la source des cordes 
ouvertes, i.e. la fonction d'onde de la brane est proportionnelle a : 

+oo 

f( x ) = sm 2n (an)e i2nx (4.2.7) 

n=— oo 

Or en a = 1/2, cela se resomme precisement sous la forme d'un peigne de Dirac : 



f(x) = 7i5 7T (x) (4.2.8) 

qui decrit done deux branes de codimension 1 localisees en x = et x = n sur un espace 
compact de rayon R = 1. En generalisant a tout R ce mode de condensation doit done faire 
correspondre une paire de branes coincidentes a un ensemble de branes separees par une dis- 
tance A = ixR. Notons que ce systeme est stable geometriquement pour tout R par symetrie 
du systeme. Au passage, la deformation T(x) = a 1 <g> (1/2) cosX pourrait aussi decrire, si la 
direction X etait non compacte, un ensemble infini de branes periodiquement espacees d'une 
distance Ax = ir. Cet ensemble est egalement geometriquement stable parce qu'il est infini. 

Vide de corde fermee 

Maintenant, nous avons ici acces a une forme de preuve sur la nature du vide stable, car 
nous verrons que Ton peut contraindre par un court raisonnement les valeurs asymptotiques du 
potentiel effectif V(T). Nous proposons de le montrer succinctement en suivant les arguments 
de Sen. 

Notons ±T les valeurs dans l'espace-cible du tachyon au vide stable. D'un point de vue 
energetique, on veut prouver que Ton a : 



V(±T Q ) = et V(0) + 2T P = 



(4.2.9) 



114 



Deuxieme partie. Section 4.2 



avec T p la tension de chacune des branes. Or, si cela n'est pas verifie alors l'energie totale 
de la configuration est : 



/ 



dTV(T)^oo (4.2.10) 



A 1' inverse avoir montre que le ressaut est une p — 1-brane ay ant une tension finie T p _i, 
prouve qu'il faut : 



/ 



dTV(T) = T p _! < oo 



(4.2.11) 



de sorte que les contraintes (4.2.9) sont immediatement validees. Notons entre autre que la 
formule canonique du potentiel en theorie bosonique 2T P / cosh(T/2a') valable pour un tachyon 
dans le secteur cr 1 permet d'obtenir en integrant le tachyon le long du demi-espace ouvertp] 

x e [0, ttR[ : 



/+oo 
dT V(T) = 2WT p = T p _! (4.2.12) 
-oo 

Ainsi, les solutions de ressaut et de rebond (en a = 1/2) decrivent bien une brane de codi- 
mension 1 entouree de part et d' autre d'un vide de corde fermee. 

A partir de la solution statique inhomogene, il est possible d'obtenir par continuation analy- 
tique - on parle de rotation de Wick dans ce cas - une solution dependante du temps et dont les 
proprietes decoulent immediatement de celles de la solution de ressaut. II s'agit de la solution 
de tachyon roulant, c'est-a-dire dynamique. 



4.2.2 Solutions de condensation temporelle : S-brane, solutions hybrides 

II existe trois sortes de solutions dependant du temps, bien distinctes cette fois-ci : les 
solutions asymptotiquement stables, auquel on se refere en general sous le nom de S-brane 
complete^ ll56l |2~71 ; et les solutions interpolant entre le vide tachyonique instable et un vide 
stable, qui correspondent a ce que Ton appelle demi S-brane. 

II existe aussi des solutions inhomogenes ou hybrides, melangeant une condensation spatiale 
et une condensation temporelle que nous aborderons brievement en dernier lieu. 

S-brane complete 

La solution de S-brane complete est obtenue H113I directement a partir de la solution de 
ressaut par continuation analytique d'un espace-cible euclidien vers un espace-cible minkows- 
kien - ce qu'on appelle une rotation de Wick. Appelons le temps euclidien et X° le temps 
minkowskien. La rotation de Wick effectue la continuation X° = iX^ avec e R. La vali- 
dite de cette continuation implique que tout calcul effectue en temps euclidien est egal au calcul 

14. II faut tenir compte de l'orbifold fix qui identifie l'espace-cible a la moitie de Fespace total. 

15. S signifie space-like, c'est-a-dire de genre espace. 
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equivalent effectue en temps minkowskien. On etudiera ici un tachyon sur une seule brane. Son 
potentiel est asymetrique mais ce mode de condensation n'explore que le domaine T > 0. 

Le tachyon suivant decrit sur la feuille d'univers une solution de ressaut en temps euclidien : 

T E = \cosX° E (4.2.13) 

En admettant que la direction X% n'est pas compactifiee, cet operateur de vertex est exac- 
tement marginal pour toute valeur de A et correspond done a une solution des equations du 
mouvement. Par rotation de Wick, on obtient le tachyon dependant explicitement du temps 



T = AcoshX 



(4.2.14) 



D'apres le profil, ce profil decrit une solution de "rebond" temporel. Or un rebond devrait 
etre une brane de codimension 1 dans le volume d'univers de la brane instable ; done le pro- 



fil (4.2.14) devrait representer une brane de codimension 1 et de genre espace, ce qu'on appelle 
une S'-brane, e'est-a-dire un hyperplan de genre espace le long duquel les cordes ouvertes de- 
vraient verifier des conditions de Dirichlet. 



Cette interpretation est fausse, nous allons maintenant voir pourquoi. Premierement, la so- 
lution (4.2.13) decrit un ensemble de rebonds situes periodiquement en x = n[2n}. C'est ce 



qu'on appelle des instemtons. Or ce rebond temporel que Ton decrit par (4.2.14) serait quand a 
lui localise en x° = 0. Deuxiemement, comme nous l'avons vu, le rebond est effectivement une 
brane de codimension 1 mais uniquement pour A = 1/2. Or, en cette valeur, le rebond temporel 
est en realite une configuration stationnaire d'energie nulle, e'est-a-dire le vide de corde fermee 
T = To. En effet, l'energie associee a (4.2.14) et la fonction d'onde de la brane instable sont 
donnees H 1 1 311 par les expressions : 



E 



T 



(cos(2?rA) + 1) < T p 



+ 



1 



- 1 



(4.2.15) 



1 + e x ° sin Xn 1 + e~ x ° sin Xn 
Cette solution dite de S-brane complete n'est done jamais exactement une S'-brane, mais 
plutot une tentative ratee, e'est-a-dire que le systeme n'a pas l'energie necessaire pour recons- 
truire la brane instable. En outre, une S-brane est interpretee comme un objet non-perturbatif 
associe a un effet tunnel d'un vide (meta)stable vers un vide stable distinct. Or ici, le vide initial 
et le vide final sont exactement les memes, il n'y a done pas d'effet tunnel. Par consequent, 
parler de S-brane, en tout cas dans cet exemple-ci est delicat. 

La situation associee au tachyon interbranaire etudie precedemment serait en ce sens surement 
plus pertinente puisque son potentiel admet deux vides stables distincts. Dans ce cadre, avec le 



facteur CP a 1 la deformation (4.2.13 ) est equivalente a une solution de rebonds periodiquement 
espaces et topologiquement non-triviaux. Elle decrit done vraiment un ensemble d'instantons 



et la solution minkowskien correspondante (4.2.14) doit decrire un effet non-perturbatif et non- 
trivial. Dans la litterature cet effet est nomme S-brane bien qu'il ne decrit pas specifiquement 
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un hyperplan localise avec des conditions de Dirichlet^ 

Notons enfin, qu'il y a une importante difference - energetique - entre la condensation 
temporelle et la condensation spatiale. En effet, l'energie est une donnee qui doit etre tempo- 
rellement conservee, tandis qu'elle n'a pas de telle contrainte spatialement. Ainsi la solution de 
ressaut est entouree de part et d'autre d'un vrai vide de corde fermee a 26 dimensions, c'est- 
a-dire de densite d'energie nulle. Or ce ne peut etre le cas de la solution temporelle que Ton 
vient de decrire. Si E ^ l'energie etant conservee, meme en T — > +oo la theorie ne peut etre 
celle d'un vide de corde fermee a 26 dimensions. Premierement, si l'energie dans le "vide" est 
non nulle c'est qu'il existe une source quelque part ; dans le cadre de la theorie des cordes ce 
ne peut etre qu'une brane. Deuxiemement, la theorie est celle d'une condensation de tachyon 
sur une brane instable, on s'attend done a ce que l'energie soit stockee dans ce volume et non 
au dehors ; ce qu'on voit facilement puisque les conditions de Dirichlet sur les coordonnees 
transverses a la brane instable ne sont pas modifiees par le tachyon. 

Ensuite, le calcul de la pression ||114| montre que : 

T l3 cc f{x )5 lJ (4.2.16) 
Or d'apres (4.2.15) f(x°) s'annule pour x° — > ±oo, e'est-a-dire pour T ws — > +oo.[^] 



Compte-tenu qu'on ne connait pas la correspondance exacte entre une solution sur la surface 
d'univers et une solution d'espace-cible, il est a priori difficile de justifier 1' identification de 
Tws +o° avec le vide stable T = +oo. Cependant, puisque la pression s'annule, le systeme 
tend a devenir stationnaire asymptotiquement. II parait done raisonnable de faire cette identifi- 
cation. En dehors du comportement asymptotique, on ne peut pas plus identifier 1' expression de 
T ws a celle de la solution d'espace-cible. On le voit bien en A = 1/2 puisque T ws depend du 
temps alors que le systeme physique est tout a fait stationnaire. 

Enfin, nous avons vu que le vide asymptotique stable du tachyon devait correspondre a une 
theorie des cordes fermees. Bien qu'il soit maintenant clair que la symetrie de Poincare sur l'en- 
semble de l'espace-cible n'est pas restauree ici, les arguments que nous avions avances restent 
valables et en particulier celui du confinement qui ne depend que de la valeur asymptotique 
du potentiel tachyonique. Ainsi, il apparait que le vide asymptotique est en fait compose d'un 
ensemble de cordes fermees d'energie E ^ confinees dans le plan de la brane instable. 

D'apres ces considerations, la solution de rebond temporel correspond done physiquement a 
un gaz initial de cordes fermees non relativistes - pression nulle - conspirant a former une brane 
instable mais echouant et revenant a son etat initial. On considere qu'il s'agit d'un systeme tres 
peu physique car le degre d'ajustement est extreme. 

Demi S-brane 

Comme nous disions il existe une autre solution, derivee en fait du cas precedent. II s'agit 
du tachyon initialement (pour x° — > — oo) place au vide instable puis roulant asymptotiquement 

16. Dans la litterature pour faire la distinction, cet hyperplan de genre espace est nomme DS-brane [27] pour 
Dirichlet S-brane. 

17. J'indique WS pour "worldsheet". 
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vers le vide stable (en x — > +00). C'est une solution physiquement plus pertinente que la 
precedente parce qu'elle decrit un processus naturel de de stabilisation. 

En extrapolant les resultats precedents, on s' attend a ce que l'energie soit constante et 
conservee a E = T p et que la pression chute et s'annule en a; — > +00. En outre, on s'attend 
aussi a ce que le contenu physique et sa repartition spatiale asymptotiques suivent le schema 
precedent, c'est-a-dire un agregat de cordes fermees non relativistes confinees et se propageant 
dans le volume d'univers de la brane initiale. Compte-tenu de l'energie a disposition qui va en 
l/g s on peut imaginer que les particules decrites par les cordes seront extremement massives. 

On derive les formules de l'energie, de la fonction d'onde de la brane et de la pression a 
partir des formules precedentes. Rappelons que la S-brane correspond au tachyon : 



T f (x°) = Acoshx (4.2.17) 
En revanche, la demi S-brane doit etre decrite par la solution : 



T h (x°) = (e x ° (4.2.18) 

Remarquons tout d'abord que la constante de couplage £ n'est pas vraiment pertinente puis- 
qu'on peut la reabsorber par translation temporelle. Maintenant, pour obtenir l'un a partir de 
1' autre, il faut appliquer a la solution de S-brane i) une translation temporelle x° — > x° — In A, 
puis ii) prendre A — >• et enfin Hi) appliquer de nouveau une translation temporelle pour faire 
apparaitre £. 



II pouvait apparaitre a partir de (4.2.17 ) que la seule solution telle que E = T p est la brane 
instable fixee au sommet du potentiel ; on voit done qu'il n'en est rien et qu'il existe au moins 
une autre solution. Maintenant, en appliquant la transformation proposee sur E et f(x°) on 
trouve : 



E = T P et f(x°) = (4.2.19) 

1 + ii(e x 

On a done bien la formule souhaitee pour l'energie, independante de (. D'autre part, l'etat 
de bord le long de la direction X°, c'est-a-dire \B ) oc f(x°) |0) c , s'annule bien en xq — > +00 et 
tend vers |0) en x° — > —00. Similairement pour la pression, on trouve qu'elle chute et s'annule 
en x° — > +00 et tend vers une constante asymptotiquement dans le passe. 

On comprend que cette voie de condensation est tres importante pour les raisons suivantes. 
D'une part, on justifie qu'il s'agit d'une solution d'une grande pertinence physique, dans le sens 
ou Ton ne s'interroge pas de savoir de quelle fa§on telle brane instable est apparue - qui est une 
autre question - mais de savoir comment elle va evoluer, et finalement se desintegrer et en quoi ; 
ce dont on peut repondre. D'autre part, la solution de demi S-brane est asymptotiquement libre 
dans le passe, contrairement a la S-brane complete, ce qui autorise a etudier les elements de 
matrice-S (voir llTTlO . 
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Condensation temporelle et production de particule 

Les questions associees a la production de cordes fermees (non duales a des cordes ouvertes) 
proposees dans le cas bosonique par Lambert et al. dans [78] puis continuees par Karczmarek 
et al. dans 11671 sont aussi applicables ici, puisqu'il n'y a aucune raison de les negliger. On 
pourra aussi lire H1171 1721 ITTIl . L'integrite de la brane en condensation temporelle n'est done 
pas garantie et elle doit simplement s'evaporer au cours du temps sous la forme de ces cordes 
fermees non duales ultra-massives et non-relativistes. 

De sorte que la solution de tachyon roulant n'est physiquement valable que pour un temps 
relativement bref, de l'ordre de la constante de temps du processus, e'est-a-dire 1/ \m\ ~ a'. 
En effet, le couplage aux cordes fermees implique que l'energie n'est pas conservee dans le vo- 
lume de la brane, contrairement a ce qu'on a pu supposer et demontrer en negligeant cette ques- 
tion. Notons cependant qu'il a ete propose - voir par exemple HI 1711 - que les cordes fermees 
produites correspondraient en fait a la matiere tachyonique - e'est-a-dire seraient les cordes 
fermees duales produites par confinement - de sorte que la theorie de corde ouverte du tachyon 
roulant serait finalement valable. A l'heure actuelle ca n'est toujours qu'une hypothese. 

Solutions hybrides 

On peut imaginer construire des solutions dynamiques dont la condensation donne lieue a 
une production - ou collision - de ressaut ou de rebond. En l'occurrence, on sait que le tachyon 
suivant est marginal : 

T(X°, X) = Ae" x ° cos(A? • X) (4.2.20) 

pour u 2 = 1 — A; 2 . Cette deformation a ete etudiee par Larsen et al. dans IT79ll ainsi que 
par Sen dans H115II qui montre que la marginalite exacte n'est atteinte qu'en k = l/v2. Par 
rotation dans le volume de la brane, on peut reexprimer k ■ X = \k\ ■ X^ avec Xj: la direction 
pointee par k. On montre par etude de la CFT et des etats de bords que cette solution represente 
effectivement dans un espace non compact, pour x° — > oo un ensemble d'objets de codimension 
1 equi-espacees d'une distance Ax = \/2n. Ces objets sont a priori des D(p — 1) branes mais 
leur tension est legerement superieure a T p _i done il a ete propose H115II que l'energie en surplus 
est portee par des tachyons condensant sur chacune de ces branes. 

4.2.3 Connexion aux theories conformes et modeles integrables 

Les solutions de ressaut et de demi S-branes decrivent comme nous l'avons vu des theories 
conformes. Celles-ci sont en fait bien connues sous les noms respectifs de modele de bord de 
sine-Gordon et de theorie de bord de Liouville. Ces modeles ont ete extensivement etudies dans 
la litterature [1301 ITTl 11211 13TTI , en particulier en temps que modeles de physique statistique a 2 
dimensions. Sine-Gordon de maniere generale[j^]est connue pour etre un modele integrable - 
e'est-a-dire totalement soluble - et Liouville pour decrire une theorie des cordes non-critique. 

Des outils mathematiques tres puissants ont ete developpes pour resoudre ces theories - sa- 
chant qu'elles sont resolvables - et sont done d'une grande aide dans l'etude de la condensation 

18. La theorie de bord en est une extension naturelle. 
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de tachyon. II y eu des tentatives pour definir le tachyon roulant depuis une theorie de Liouville 
par rotation de Wick ll57ll56l[T0"4"ll . ce qui defini la theorie de Liouville de genre temps (TBL). 
En outre, il existe des extensions supersymetriques de ces modeles El [90l OH [TQ [85l done 
cela ne s'arrete pas au cas bosonique. En ce qui concerne le calcul des fonctions de correlation, 
de la fonction de partition, des effets non-perturbatifs sur la surface de cordes, de la construc- 
tion des etats de bord, pour ces theories l'essentiel est deja connu. Malheureusement, elles ne 
represented pas 1' ensemble des modeles de tachyon condensant qui semblent consister en des 
generalisations de ces modeles integrables, comme par exemple pour ce qui nous interessera le 
modele Kondo - bosonique QT1 |94j [801 EH et supersymetrique. 



4.3 Condensation de tachyon en systeme non BPS instable 

Les systemes de brane non-BPS et de brane-antibrane coi'neidentes sont tres bien connus et 
ont ete etudies en detail par nombre d'auteurs (Sen, Kutasov, Larsen, Garousi...) Ill 16LI106LI107L 
1761 l59l 1791 l74l l44l 1471 . La condensation de tachyon y est relativement bien comprise et dans 
une certaine mesure^] nous avons une action effective dont la forme, et en particulier le po- 
tentiel, sont assez bien contraints. Comme nous disions dans la section [T] les diverses solutions 
de condensation - ressaut, antiressaut, vortex, S-brane - entrent dans le schema de relations de 
descente entre branes de la theorie K. 

Rappelons sa forme canonique : 



V(T) = — (4.3.1) 
cosh 7S 

S a representation graphique est donnee dans la figure ( |4.6[ ). Dans le systeme brane-antibrane, 
le tachyon T de la formule ci-dessus est remplace par le module complexe |T|. De sorte que 
le potentiel est independant de la phase du tachyon et est done explicitement symetrique U{\). 
Le tachyon d'espace-cible y condenserait en \T\ = ±oo. Dans le cas de la brane non-BPS, le 
tachyon est reel et par consequent le potentiel correspond exactement a ce qui est represente 



sur la figure (4.6) qui nous le voyons est symetrique Z 2 . La mise en valeur de ces symetries 
est importante pour construire des solitons topologiquement non triviaux done stables, comme 
nous le verrons prochainement. 

Nous allons brievement rappeler la forme de Taction effective TDBI obtenue en supercordes 
que nous avions introduite plus tot. Nous verrons d'abord le cas de la brane non-BPS puis 
celui des branes D — D. Nous ajouterons la contribution des champs de Ramond-Ramond dans 
le terme de Wess-Zumino. Nous partirons de branes de dimension maximale, e'est-a-dire de 
dimension 9 + 1 car les expressions sont plus simples et capturent la physique de toute autre 
brane. En effet, les actions sur les branes de dimension inferieure sont obtenues par T-dualite 
le long des directions rendues transverses. Pour la brane non-BPS [|44llllOL Taction effective 
d'une D9-brane en type IIA est : 



19. Voir section 



1 
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Figure 4.6 - Forme canonique du potentiel tachyonique en fheorie supersymetrique. 



SnonBPS ~ 

V2T 9 J d 1( V e*V(T) Vdet (G ab + B ab + 2 7 ra'F a6 + d a Td b T) + S wz (4.3.2) 

L' expression est abelienne, puisqu'il n'y a qu'une seule brane. Nous discutons de son do- 
maine de validite dans le chapitre [1] II s'etend a priori seulement le long de condensations 
spatiales. Pour discuter des condensations temporelles la base d'etude est Taction tachyonique 
dans la jauge statique : 

S T = V2T P J d p+1 a V(T) ^r] ab + d a Td b T (4.3.3) 
Dans (|4.3.2[), le terme de Wess-Zumino est connu pour etre de la forme nil6[|92ll68ll49l[T4l 



M : 



Swz = V P / W(T)dT A C M A ( 43 - 4 ) 

ou W(T) oc V(T) et B et F respectivement les pull-back sur le volume de la brane du 
champ de Kalb-Ramond et le tenseur de Maxwell du champ de jauge de corde ouverte. La 
charge p p est proportionnelle a la tension de la brane. Les champs de jauge de R-R sont en 
type IIA les formes differentielles d'indice paire. En type IIB, ils sont d'indice impair. Notons 
que le tachyon n'est pas couple minimalement aux champs de jauge des cordes ouvertes, ce qui 
necessite leur confinement lors de la condensation. 

Par T-dualites successives le long des directions que Ton souhaite rendre transverses, on 
obtient les actions effectives des branes non-BPS de dimension inferieure done en type IIA et 
IIB en fonction de leur dimension. II faut appliquer, par exemple par T-dualite le long de la 
direction X 10 : 



F al0 ^d a X 10 et d w T^0 
G al o^A° et Gioio^0 G 

B aW ^A* (4.3.5) 
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Les champs A^' B et (jP sont reabsorbed respectivement dans le champ F ab et le dilaton $. 
Si bien que Taction T-duale d'une Dp-bmm non-BPS pour p quelconque s'exprime par : 

SnonBPS = V2T P J d p+ V e* V(T) Vdet (G ab + B ab + 2na'F ab + d^d^Q + d a Td b T) 

+ S WZ (4.3.6) 

avec I — p + 1 ... 9 les dimensions transverses. 

L' action effective du systeme brane-antibrane, comme explique dans 1' introduction, est ob- 
tenue par non-abelianisation de Taction non-BPS de dimension maximale, puis projection le 
long des secteurs du systeme D — D commun au systeme non-BPS. Son domaine de validite 
suit celui de Taction TDBI pour la brane non-BPS, c'est-a-dire T de genre espace. Nous ne 
donnerons que la forme conjecturee pour p = 9 en type IIB|^][|44l|47l : 



Sdd = J d 10 a STr e*V(\T\) ^det (G ab + B ab + 2vr«'F ab + D a T{D b T)^) + S wz (4.3.7) 

avec STr la trace completement symetrique sur le groupe de jauge. Nous avons egalement 
introduit la derive covariante non abelienne telle que D a T = d a T — i[A a ,T]. Le terme de 
Wess-Zumino P8ll50l[52ll n'est pas important pour nous, mais est tres similaire a (|4.3.4[) a une 



trace pres. Pour obtenir Texpression de Taction dans les systemes de dimension inferieure, nous 
appliquons encore une T-dualite dans les directions que Ton souhaite transverses. Par exemple, 
le long de X 10 il faudrait appliquer : 



i^o^A.X 10 et D 10 T — >■ [X 10 , T] 

-)■ A£ et do 
B al0 ^A* (4.3.8) 

Le champ X 10 est une matrice diagonale encodant les positions respectives de chaque brane, 
tandis que T est donne par une matrice anti-diagonale : 



II apparait naturellement un couplage entre le tachyon et la position relative de la brane 
et de Tantibrane via [X 10 , T]. Ce couplage donne au tachyon interbranaire sa masse a'm 2 = 
£ 2 /4:7i 2 a' — 1/2 avec £ la distance relative entre les branes. La position du centre de masse 
du systeme est quant a elle decouplee et reste un module a tachyon non nul, ce qui n'est a 
priori plus le cas du champ de distancerM 



20. La forme T-duale a ete donnee dans le chapitre jljpour un fond simplifie et on pourra s'y reporter. 

21. Mais a tachyon nul il retrouve naturellement son statut de module. 
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Pour etudier les tachyons condensants de genre temps il faut de nouveau s'interesser plutot 
a Taction effective du tachyon seul dans la jauge statique, done au moins dans la limite ou la 
distance relative est nulle, e'est-a-dire a la coincidence : 



S T = V2T P j d p+ V STr V(\T\) ^ Vab + d a Td b T* (4.3.10) 

L' etude du systeme D — D coincident est tres bien connu a l'inverse du cas a separation non 
nulle que nous avons etudie dans cette these. Nous allons voir maintenant les diverses solutions 
de condensation qu'admettent les equations de mouvement de ces actions. 



4.3.1 Solutions de condensation spatiale : ressaut et vortex 

Ces solutions correspondent exactement aux ressauts - kink - que nous avions introduits en 
theorie bosonique, a la difference qu'ici il existe des contraintes supplementaires associees a la 
charge des objets. Par condensation spatiale, les branes sont vues comme des solitons du champ 
tachyonique. Or le potentiel effectif en theorie de supercorde est symetrique Z 2 ou U(l) et par 
condensation cette symetrie est spontanement brisee. 



Solutions de type ressaut 

Par consequent, 1' existence de solutions de condensation de type ressaut interpolant entre 
au moins deux vides stables distincts est attendue. Ces solutions ne sont pas necessairement 
topologiquement non-triviales - par exemple sur le systeme D — D le potentiel est symetrique 
U(l) et il existe done une transformation continue qui amene le ressaut vers le vide de corde 
fermee stable. Cependant, les solutions de ressaut sont typiquement chargees - meme si ce n'est 
pas toujours le cas - du fait du changement de vide et parce que le tachyon couple aux champs 



de jauge par le terme de Chern-Simons (4.3.4). La construction des solitons sur le systeme 



brane-antibrane coincident a ete fait par Sen HI 1611106(1 exclusivement en terme de ressaut et de 
vortex. 

Pour y obtenir un seul ressaut, il impose la meme contrainte qu'en theorie bosonique, e'est- 
a-dire qu'il commence par compactifier une direction et il ajoute le long de celle-ci une demi- 
unite de ligne de Wilson. De la sorte, sa solution doit etre anti-periodique autour de la coor- 
donnee compacte et elle peut done etre une unique interpolation d'un vide — T vers un vide 
+T . Or dimensionnellement, dans le terme de WZ, le tachyon ne peut pas coupler a un champ 
de jauge : les dimensions du volume de la brane ne peuvent jamais etre remplies avec un ta- 
chyon et au moins un champ de jauge. Cette solution n'est done pas chargee. Or comme nous 
disions, elle est aussi une solution topologiquement triviale et done tres probablement instable. 
D'un point de vue dimensionnel, l'objet cree est de codimension 1 dans le volume du systeme 
et par consequent, il doit s'agir d'une brane non-BPS. 



Appliquons une condensation analogue le long d'une brane non-BPS. Une demi-unite de 
ligne de Wilson est allumee le long d'une de ses directions, supposee compacte. La solution 
peut alors interpoler une fois entre les deux vides ±T du potentiel de la brane non-BPS. Grace 
a l'existence d'un champ de jauge permettant par couplage au tachyon de remplir toutes les 
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dimensions de la brane non-BPS dans le terme de WZ, l'objet obtenu est ainsi charge. Or, a 
cause de la forme du potentiel que Ton sait symetrique Z 2 toute solution interpolant entre les 
deux vides distincts est topologiquement non triviale. L'objet est done stable. Par analyse di- 
mensionnelle il ne peut s'agir que d'une brane BPS de codimension 1 dans le volume de la 
brane non-BPS. 

En etudiant les diverses observables du systeme et en particulier, le tenseur energie-impulsion, 
les diverses sources et plus generalement l'etat de bord du systeme, Sen obtient effectivement 
que ces solutions se presentent sous la forme de solitons de codimension 1 et bien localises - 
des murs de domaine en somme - interpolant entre deux vides bien distincts. Tout cela peut 
se resumer sous la forme des relations suivantes, en tenant compte des contraintes liees a la 
dimension des branes BPS et non-BPS : 



IIA : Dp - Dp — > ressaut non-BPS D(p — 1) 

IIB : non BPS Dp — > ressaut D(p - 1) (4.3.11) 

En relaxant la condition d'anti-periodicite il est possible de construire des couples de branes 
par exemple dans des dimensions compactes. En l'occurrence sur la brane non-BPS au rayon 
auto-dual - puis en tout rayon par marginalite exacte en A = 1/2 - en ajoutant a la theorie de 
surface de corde la perturbation a 1 ® A § cos X nous obtenons un couple brane-antibrane separe 
a distance critique - done stable. De plus, les branes sont reparties en des points diametralement 
opposes, done cette configuration est d'autant plus geometriquement stable. Dans la limite de 
decompactification, cette deformation construit un ensemble infini de couples brane-antibrane 
repartis periodiquement le long de la direction concernee. Puisque tous les objets sont separes 
par une distance critique, l'ensemble est tout a fait stable. 

Solution de type vortex 

Dans le cadre du systeme brane-antibrane, il est aussi possible de construire des solutions 
de type vortex H116H puisque le tachyon est complexe et que le potentiel est symetrique U(l). 
Ces solutions engagent une configuration bi-dimensionnelle, a la difference du ressaut ou du 
rebond qui sont purement uni-dimensionnels, car il s'agit de faire varier la phase du tachyon 
autour d'un defaut, une singularite, ce qui est reminiscent du cas des cordes cosmiques. De fait, 
nous aurons : 



IIA ou IIB : Dp -Dp — > vortex D(p- 2) (4.3.12) 
L' orientation, e'est-a-dire la charge, de la brane depend de l'orientation du vortex autour de 



la singularite par integration le long du tachyon d'un terme de Wess-Zumino du type (4.3.4) 
bien qu'en l'etat cela ne fonctionne pas aussi trivialement - voir plus bas. II est clair que toute 
configuration de vertex est topologiquement non trivial. En effet, i) le nombre de vortex n'est 
pas continuellement reductible et ii) si un vortex est une brane BPS alors deux vortex sont deux 
branes BPS de meme charge et ainsi de suite, ce qui constitue un systeme stable - et done 
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irreductible - de branes paralleles, coi'ncidentes et localisees au point entoure par les vortex. 



A cause de la neutralite du systeme brane-antibrane initial nous faisons cependant face a 
un probleme pour creer une brane chargee, meme en tenant compte de l'eventuel couplage du 
tachyon aux champs R-R a priori de la forme (4.3.4 ). Ce probleme est clairement dimensionnel 
parce que le tachyon y apparait a priori sous la forme dT et il ne peut done pas sourcer les 
champs R-R couples a une D(p — 2). Rappelons que cette forme etait providentielle afin de 
construire une brane non chargee non-BPS D(p — 1) ci-dessus. II a ete propose dans [82J pour 
palier a cette situation, de ne considerer que le cas, moins problematique, de la creation de pair 
vortex- anti vortex. Dans cet article ils proposent au passage une BCFT pour cette solution en 
introduisant dans Taction de surface au rayon auto-dual une deformation marginale sur le bord. 

Cependant, parce que le tachyon depend de deux coordonnees, il doit etre possible de 
generaliser dr — >■ dr A dr* oc dx A dy avec (x, y) les coordonnees du plan de condensation, 
de sorte que le champ de jauge R-R naturellement couple a la D(p — 2) -brane est effectivement 
source. Cela se comprend d'autant mieux que par descente en construisant iterativement des so- 
lutions de ressaut depuis la pair Dp — Dp en passant par la brane non-BPS D(p — 1) on obtient 
proprement une et une seule D(p — 2) brane chargee. 

C'est exactement ce qui est conjecture par Kennedy et Wilkins dans [68| pour le cas parti- 
culier des branes coi'ncidentes et verifie a des termes de plus grande derivee dans [|48l . Le terme 
de Wess-Zumino qu'ils proposent s'exprime en fonction de la superconnection : 



U= (T*-) (4 - 3 - i3) 

dont T = dA — iA A A est la courbure et A ± etant les champs de jauges de chacune des 
branes respectivement. Et nous aurions done : 



Swz = T P C A STr e i2 ™' T (4.3.14) 
Jp+i 

Nous avons note C = Yl C(m) avec m P a i f en tyP e HA et impair en type IIB. Kraus et 
Larsen [1741 montrent qu'a partir de ce terme, sont retrouvees les bonnes charges R-R pour les 
solitons obtenus par condensation du tachyon. 



4.3.2 Solutions de condensation temporelle : S-brane et solutions hybrides 

Sen a aussi introduit dans le cadre des systemes brane-antibrane et brane non-BPS [107, 
|7]| mais aussi Larsen et al. dans [1791 des solutions de condensation de type tachyon roulant, 
quasiment identiques a ce que nous avons pu decouvrir en theorie bosonique. En effet, il existe 
aussi des solutions de type S-brane complete et demi S-brane. De nouveau, cette derniere est 
plus physiquement pertinente que la premiere du fait qu'elle ne decrive que le mecanisme de 
disintegration de la brane au cours du temps et non aussi sa reconstruction]^] Cependant, ici 

22. Cela impliquerait une conspiration de matiere a reformer une brane, ce qui est un phenomene possible mais 
tres improbable. 
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encore l'existence des solutions S-brane completes est importante pour contraindre la forme de 
Taction effective associee au systeme. 

Sen obtient par etude des diverses observables du systeme - tenseur energie-impulsion, etat 
de bord - que la solution de demi S-brane s'evapore sous forme de matiere tachyonique qui 
par dualite doit correspondre aussi a de la matiere formee de cordes fermees. De nouveau, il 
semblerait que le confinement du champ electrique non couple au tachyon soit a l'origine de 
1' identification des degres de libertes tachyoniques a ceux d'un gaz de cordes fermees dont le 
profil de densite est pique dans le volume d'univers de la brane instable initiale. Cette approche 
est exacte tant que Ton neglige le couplage de la brane aux champs de cordes fermees, comme 
nous le discutions dans le cas bosonique, mais qui devraient idealement etre aussi pris en compte 
ici. 

Nous ne nous attarderons pas sur la presentation de la solution de tachyon roulant du point de 
vue de l'espace-cible car d'apres [|79ll les calculs des observables sont grossierement identiques 
et les interpretations sont celles que Ton vient de dormer. Enfin il peut aussi exister des solu- 
tions de condensation temporelle inhomogenes. Une telle solution est proposee dans ||79l ou ils 
calculent un certain nombre d' observables, cependant ils utilisent une factorisation qui semble 
un peu cavaliere en presence de fermions. L'analogie au calcul en corde bosonique suggere tout 
de meme que ce type de solutions existe de telle sorte que par condensation soit produit dans les 
limites de la conservation de la charge et de l'energie, un systeme de brane (et antibrane suivant 
le systeme initial) correspondant a des hybrides 1 /2 S-brane <g> (vortex ou ressaut). 
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Troisieme partie 



Tachyon roulant, systemes brane-brane et 

brane-antibrane 



Chapitre 5 

Condensation de tachyon dans un systeme 
de branes en theorie bosonique 

II est toujours interessant de tenter en premier lieu la resolution d'une theorie bosonique 
correspondant a la theorie supersymetrique etudiee. En effet, meme si la theorie bosonique 
est par definition pathologique^j les processus mis en valeur devraient aussi apparaitre dans 
l'extension supersymetrique mais de facon plus controlee. Par exemple, il existe des modes de 
condensation de type ressaut en theorie bosonique et de facon similaire nous trouverons ressaut 
et vortex en theorie des supercordes. 

La question soulevee dans cette these est la suivante : est-ce qu'un tachyon de corde ouverte 
tendu entre deux branes separees spatialement, dans le secteur antidiagonal a 1,2 E U (2) peut-il 
condenser ? Quelles expressions du tachyon sur la surface de corde sont marginales, exacte- 
ment marginales ? Correspondent-elles a des theories conformes (CFT) connues, des modeles 
integrables ? La separation spatiale peut-elle etre maintenue constante ou doit-elle etre dyna- 
mique, ou bien encore inhomogene ? 

5.1 CFT du tachyon roulant dans le systeme de branes pa- 
rallels et separees 

II est necessaire de definir les conditions qui permettent de voir apparaitre un tachyon. A 
cette fin, le systeme de branes paralleles sera etudie un peu plus en detail puis les questions 
de la condensation et des expressions possibles du champ dans la theorie de surface de corde 
seront abordees dans un deuxieme temps. 

5.1.1 Le systeme brane-brane 

Comme mentionne dans la section precedente, il existe quatre secteurs de cordes ouvertes 
dans un systeme de deux branes. Le systeme est represente sur la figure ( |5.1[ ). L'ensemble est 
caracterise par 4 quatre facteurs de Chan-Paton appartenant a l'algebre U(2), c'est-a-dire 



1. En particulier a cause du tachyon de corde fermee. 



130 



Troisieme partie. Section 5. 1 



a ' 



a 



a' 



a 



(5.1.1) 



Bl 



B2 



(11) 



(22) 



Lorsque les branes sont co'incidentes 
la theorie de jauge hebergee sur le vo- 
lume d'univers est non-abelienne U (2). Mais 
lorsque le systeme est separe, la symetrie 
de jauge est spontanement brisee en U (1) x 
U(l) : ce processus est identifies a un 
mecanisme de Higgs. Chaque U(l) corres- 
pond alors au secteur heberge sur le vo- 
lume de chaque brane, ici correspondant 
aux secteurs diagonaux a 0,3 ; les deux sec- 
teurs resultants antidiagonaux a 1 ' 2 sont as- 
FlGURE 5.1 - Les secteurs (11) et (22) s'organisent soci es a des champs de jauge massifs^donc 
en facteurs de CP a et a 3 tandis que les secteurs inter- decouples. Ces derniers constituent les sec- 




branaires (12) et (21) s'organisent en a 1 et a 2 



teurs interbranaires. 



En theorie bosonique, le tachyon constitue l'etat fondamental d'excitation des cordes des 
quatre secteurs. Cependant, les secteurs interbranaires sont les plus importants. lis sont en effet 
potentiellement tachyoniques aussi en supercordes, ce qui n'est jamais le cas des autres. D'apres 
le commutateur : 



[a\a 3 } = 2i(r 2 (5.1.2) 

ces derniers sont naturellement couples au secteur cr 3 du champ de jauge U{\) x £7(1) et 
constituent done ensemble un champ bi-fondamental. Ces deux tachyons sont a priori reels mais 
peuvent etre regroupes en un tachyon complexe et son conjugue. On parlera alors de tachyon 
interbranaire . 

Spectre de masse et distance critique 

Sans separation, les spectres de masse de chaque secteur sont triviaux : 



a' ml = N — 1 
olm\ — Ni — 1 
olm\ = N2 — 1 

a'ml = N 3 -l (5.1.3) 

Lorsque la separation est ouverte, les secteurs interbranaires re§oivent un nombre d'enrou- 
lement - winding en anglais - proportionnel a la distance que Ton notera £. L' expression de 



2. Mais de masse nulle a la coincidence. 
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ce terme est facile a obtenir en comparant le systeme a une brane de codimension 1 dont la 
direction transverse est compactifiee sur un cercle de rayon R = £/2ir. Les cordes s'enroulant 
1 fois autour du cercle gagnent un terme de masse en a'm 2 ~ R 2 /a'. Ainsi, on obtient : 



a'wig = N — 1 



4ir 2 a' 

(J2 



a'm 2 3 = N 3 -l (5.1.4) 

Ces formules demontrent done qu'il existe une distance critique au-dela de laquelle le bi- 
fondamental (Ni, N 2 ) = (0, 0) est massif et non plus tachyonique. A la distance critique il est 
non-massif ; soit pour : 



e cr = 2irVat? (5.1.5) 

Du point de vue de la theorie des champs, dans l'espace-cible associee au systeme, trois 
phases se distinguent : (1) la phase massive pour laquelle on s' attend a ce que le potentiel du 
champ de separation (ft = £ soit attractif en V{4>) °t T 2 (p 2 au premier ordre ; (2) la phase non- 
massive critique qui est une theorie des champs d'un bi-fondamental scalaire non-massif couple 
a un champ de jauge abelien A et au scalaire ; et enfin (3) la phase tachyonique totalement 
dominee par la condensation classique du champ de tachyon. 



Discussion des connexions entre ces differentes phases 

L' action effective quadratique a l'ordre des arbres pour les champs ipe.iT peut etre ob- 
tenue par developpement d'une action de type Garousi-TDBI (4.1.7) ou (1.1.9) dont ne sont 
conservees que les contributions de la distance et du tachyon,^] : 



S = T„ d p+1 



rf 1 l -d a <pd a <p+ l -d a Td a T* 



8^ 



(5.1.6) 



qui devrait etre correcte tant que T 1 et <9 M 1 ainsi que \[2£ c > <p > £ c . En dehors de 
cette derniere limite, le potentiel a une boucle - diagramme cylindrique d'echange de graviton 
entre autres - prend le relais et domine la dynamique. Tant que le tachyon est moins massif que 
le premier etat massif de corde ouverte des secteurs cr ' 3 , 1' approximation de Taction effective 



par Taction a Tordre des arbres (5.1.6) est acceptable. 



1) Dans le domaine massif, un potentiel effectif a une boucle de type Coleman- Weinberg 
est obtenu par integration du tachyon et apres renormalisation : 



S = T P I d p+1 



11 I ^d a (, 



(5.1.7) 



3. Nous verrons cependant dans la section 5.2 que cette expression est probablement incomplete. 
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Dans cette limite, le potentiel s'aplatit en </> = i c . Le plus important reste que le poten- 
tiel du champ est clairement attractif en direction de la distance critique^} En outre, 
ce comportement attractif est confirme par le potentiel a une boucle calcule a partir du 
diagramme cylindrique. 

2) A la distance critique, par continuite de Taction precedente, en notant cp = l c + <p et en 



utilisant la formule (5. 1 .5 ) : 



S = T P I d p+ V ( + l -d a Td a T - ^ ) (5.1.8) 



Le potentiel de type Yukawa domine dans la limite perturbative le terme en 2 T 2 , ce qui 
implique que la masse effective du tachyon depend lineairement de la perturbation de 
distance. La distance critique est done un point extremement instable et la solubilite de 
cette theorie effective est discutable. II semblerait que cette action soit celle du modele de 
Wick-Cutkorsky jl2~TI non-massif. 

3) Dans le domaine tachyonique, il pourrait etre attendu que le potentiel du champ soit 



attractif - mais ce n'est pas ce qui est obtenu a posteriori dans la section 5. 1 .2 : il existe un 
mode de condensation temporelle pour lequel la distance reste constante. Premierement, 
en dessous de la valeur critique, Taction ( 5.1.7[ ) n'est plus definie. D'une part, le calcul du 



potentiel effectif a une boucle n'est valable que dans la limite perturbative et d' autre part, 



(5.1.6) ne reste valide que pour des valeurs de champs faibles. Or, pour <p < t c une chute 
classique et rapide du tachyon est inevitable. La limite perturbative est done rapidement 
fausse ; et par consequent, il n'est plus possible de decrire approximativement le systeme 



par Taction quadratique ( |5.1.6 ). 



Deuxiemement, le couplage minimal des champs de jauge (et done aussi au champ 0) au 
tachyon n'est a priori valable que dans la limite ou les valeurs de T sont controlees 
et faibles. Un exemple d'ecart a un modele de couplage minimal cause par des cor- 
rections cordistes est connu : dans le cadre de la production de paires par un champ 
electrique jH [331 un couplage minimal cesse d'etre valable lorsque la valeur du champ 
est augmentee - e'est un effet purement cordiste. Lorsque le champ critique est atteint, un 
tachyon apparait. Cette situation est done similaire a la notre. Toutefois, Torigine de ce 
tachyon n'est pas exactement la meme que celui qui nous interesse, en particulier parce 
que le champ critique est dans un cas un champ de jauge vectoriel et dans notre cas un 
champ scalaire. Nous pouvons voir aussi cela en calculant le taux de production de paire 
de cordes interbranaires par deux branes en collision, e'est-a-dire pour un champ 
dependant d'une rapidite e et d'un parametre d'impact b. Nous citerons ici le calcul entre 
une brane et une anti-brane dont le resultat est equivalent : 



4. L' existence d'un minimum local pour <f> > £ c est remarquable bien qu'il n'aura aucune importance pour 
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(5.1.9) 

Le taux depend du parametre d'impact de telle sorte qu'il devient critique au-dela de la 



valeur (5.1.5) mais ne devie pas de la formule de couplage minimal representee par le 
terme dominant. Seule la valeur de la rapidite est responsable de l'inclusion des termes 
d'ordre superieur. 



Pertinence de la notion de distance a l'echelle des cordes 

Lorsque la distance entre les branes est grande, leur localisation est claire. Ainsi Test aussi 
la notion de distance. Cependant, si la distance est de l'ordre de la longueur de corde £ s = y/a' 
et que le tachyon roule en dehors de son potentiel, peut-on encore faire sens d'un systeme de 
branes paralleles et bien localisees ? La reponse devrait etre affirmative puisque la finesse des 
conditions de Dirichlet sur les cordes ouvertes dans les directions transverses aux branes n'est 
pas modifiee lors de la condensation - voir par exemple H113L 

Cependant, la physique etant non-commutative a cette echelle - les divers champs de jauge 
etant pris en compte - il est possible de douter de la pertinence de la notion d'espace et de dis- 
tance - voir cependant la discussion [ |26ll . II est tout de meme surprenant que independamment 
de cette consideration, les resultats montrent que le tachyon roule tout en conservant la valeur 
du champ - du moins a l'ordre des arbres. Cela pourrait indiquer que la distance perd son 
statut de champ pour devenir un parametre de la condensation et done caracteriser le vide stable 
atteint - s'il existe^J De plus, le mecanisme de creation des cordes fermees a partir des cordes 
ouvertes et des flux de champs de jauge confines^J couples aux tachyons interbranaires devrait 
produire des cordes fermees retenues a l'interieur du systeme de branes. Done, caracteriserait 
l'epaisseur du produit final. 

II est alors imperatif de comprendre la physique du systeme dans la phase tachyonique et 
quels mecanismes de condensation sont autorises et sont les solutions des equations du mou- 
vement derivees de Taction effective correcte. Pour cela, il faut mettre en evidence les theories 
conformes de bord (BCFT) dans cette phase. C'est la question a laquelle nous repondrons en 
etudiant la marginalite du modele sigma du tachyon roulant et en montrant qu'il s'agit d'une 
BCFT a distance constante. 



5.1.2 Tachyon roulant et marginalite 

La fa§on la plus directe d'etudier le champ de tachyon est probablement de s'interesser a une 
theorie conforme tachyonique, e'est-a-dire qui admet comme terme d'interaction sur le bord de 

5. Cette question est reservee pour des travaux ulterieurs, mais nous avons des raisons de penser que le vide 
atteint n'est pas stable. 

6. Ce point est incertain si le tachyon n' atteint pas le vide pour lequel V — comme nous le suspectons. 
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la surface un operateur de vertex correspondant a un tachyon on-shell. 

Cette section traite de la theorie conforme du tachyon roulant sur un systeme brane-brane 
separe a distance r constante. Dans un premier temps, il sera demontre que ce tachyon est en 
general exactement marginal pour tout r sauf en certaines valeurs particulieres ou il perd sa 
marginalite, contrairement a son homologue du systeme D — D ce qui sera aborde dans le 
chapitre[6} La cause, qui est bien specifique au cas bosonique, sera physiquement identifiee. 

Dans un deuxieme temps, le systeme sera analyse perturbativement en dehors de la CFT 
et en dehors de la phase tachyonique. Le groupe de renormalisation du modele sigma seront 
etudies. Ce dernier sera perturbe par des deformations off-shell autour des deformations margi- 
nales. Mais nous mettrons d'abord en evidence que le long de deformations non marginales les 
fonctions beta ne sont pas bien definies en fonction du schema de renormalisation, tandis que le 
long de deformations marginales tout terme contribuant aux fonctions beta est universel. Leur 
interpretation en qualite d'equations du mouvement sera discute en dernier lieu. 

Action de surface de corde du systeme 

Cette partie concerne la theorie de corde ouverte a l'ordre des arbres, c'est-a-dire sur le 
disque D 2 ou son voisinage conforme H + le demi-plan complexe, deformee par les tachyons 
des secteurs interbranaires. Le fond geometrique est suppose trivial, c'est-a-dire avec B^ v = 
et = r/^. La distance etant tres faible, il est possible de se placer dans le referentiel inertiel 
sans tenir compte de la reponse des branes sur le fond geometrique. 

Cette action sur le disque est la donnee pertinente pour etudier la conformalite du systeme 
puis calculer la fonction de partition a l'ordre des arbres et contraindre Taction effective. On se 
placera d'emblee dans la jauge unitaire sur le demi plan complexe. L'expression de cette action 
estQ: 

S= — [ d 2 z dX^BX, + a + ®—ldz g*** W + a - ® ^1 I dz e -'* +1 +^ 
2vra' J H+ 2tt / r 2tt J m 

(5.1.10) 

avec : 



a ± = 2 et X ± eC (5.1.11) 

Donnons a present les OPE des champs fondamentaux sur le bord pour z > w. Les champs 
d'indices a et b, pour a = . . . p, verifient des conditions au bord de type Neumann - colineaires 
a la brane - et les champs d'indices i et j, pour i — p + 1 . . . D, verifient des conditions au bord 
de type Dirichlet - transverses a la brane. Le champ dual X p+1 verifie les conditions au bord de 
Neumann. II s'agit du champ conjugue au moment d'enroulement, ici r. 



X\z)X j {w) ~ -2 5 ij a'\n\z-w\ 2 
X a (z)X\w) ~ 

X p+1 (z)X p+1 (w) ~ -2a']n(z-w) (5.1.12) 



7. La convention Z oc e s est utilisee ici, 
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Par la suite, les notations seront allegees en prenant ol = 1. A condition de ne pas calculer 
une amplitude avec des insertions arbitraires et les champs n'ayant d'OPE non nuls qu'entre 
ceux de memes indices, il est possible d'integrer les champs qui ne sont pas concernes par la 
deformation tachyonique. II s'agit de tout X M tel que \l ^ {0,p + 1}. La theorie de surface 
de corde resultante est done une theorie c = 2 pour les champs X° et X = X p+1 . L' action 
simplified est : 



S= — [ d 2 z (-dX°dX° + dXdX) + a + ®—ldz e irX+ " x ° + o ® — I dz e - irX +" x ° 
2vr Jh+ 2tt J m 2tt J r 

(5.1.13) 

L'objectif est d'etudier la marginalite de ce modele c = 2. La methode presentee par Gaber- 
diel et al. dans ll43ll sera suivie pour etudier le groupe de renormalisation de cette theorie. Leur 
proposition de regularisation - point splitting - est souvent utilisee. Nous l'avons presentee 



dans 1' introduction en section 3.2 Les fonctions beta peuvent alors etre calculees dans divers 
schemas de renormalisation. Ceux proposes dans cet article sont particulierement pertinents, 
e'est-a-dire schema de soustraction minimal et schema de Wilson. 

Ce modele est etudie on-shell a l'ordre dominant, e'est-a-dire que toutes les deformations 



dans Taction (5.1.13) sont imposees marginales (h = 1). Puisque les divergences de type puis- 
sance n'empechent pas la theorie d'etre exactement marginale et que dans le schema de sous- 
traction minimale seules les divergences logarithmiques - done les resonances - participent aux 
fonctions beta, il est done suffisant de se placer d'emblee dans ce dernier schema. 



Fonctions beta et marginalite exacte du modele en fonction des valeurs de r 

Comme explicite dans 1' introduction, il est possible de calculer rapidement la fonction beta 
de chaque tachyon au premier ordre : 



P± = (1 - h±)\ ± = (1 - r l - u 2 )X ± (5.1.14) 

Ainsi a cet ordre, il faut imposer tu = ±\/I — r 2 , avec r fixe, ce qui est la condition de 
marginalite presupposee. LOPE des tachyons au deuxieme ordre est alors donne par la formule : 



c 2uX° a V o 2u>X 

a ^ a $ e irX+ " x °(z) ■ e- irX+ " x °(w) = f 6 u a - + »r , * = + . . . (5.1.15) 

(z - wY r2 ~ 2 (z - w) ir2 - 3 



Puisque r 2 < 1 le terme associe a l'operateur e 2ujX ° sera divergent UV pour tout r > a/3/2 
tandis que celui de l'operateur dXe 2ujX ° est divergent IR pour tout r ^ 0. 

• L'operateur correspondant a une perturbation de distance est a 3 (g> Sr § dX. Meme si le 
terme produit dans l'OPE ( 5.1.15[ ) lui ressemble, il n'y correspond pas : il est irrelevant, 



ce qui implique qu'il ne peut pas constituer une perturbation. Ainsi, aucune perturbation 
de distance n'est produite a l'ordre 2 ni a aucun ordre en perturbation puisqu'a l'ordre 2n 
l'operateur equivalent sera dXe 2nujX ° pour lequel les memes conclusions sont tirees. Par 
consequent a tout ordre : 
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5r 



(5.1.16) 



Ce resultat n'est plus vrai en r = 1. Cette valeur se revele particuliere - voir plus loin. 



Le premier terme de (5.1.15 ) est divergent pour r > y/3/2. Ceci implique que la pertur- 
bation correspondante, c'est-a-dire cr° <S> fJ>i § e 2ujX ° sera produite par le tachyon. Or, cette 
perturbation n'est autre que celle du tachyon du secteur a c'est-a-dire heberge sur le 
volume de chaque brane et naturellement present dans un modele bosonique. Sa fonction 
beta est dans le schema de renormalisation de Wilson : 



M1 = (4r 2 - 3)/i! - A+A- (5.1.17) 

En r = y/3/2, il y a resonance car l'operateur e 2ujX ° est marginal. De la sorte, la di- 
vergence est logarithmique et le terme source est universel en cette valeur. II n'y a done 
aucune ambigu'ite - reliee a la nature du schema de renormalisation - sur le couplage du 
tachyon interbranaire au tachyon du secteur a en r = y/3/2. 

• Des resonances, done des divergences logarithmiques, sont de meme attendues a chaque 
ordre superieur n > 1. Puisque la dimension de l'operateur correspondant a l'ordre 
2n est A = An 2 co 2 , il y a potentiellement resonance en cu = l/2n, c'est-a-dire en 
r = a/1 — 1/An 2 . Les calculs sont detailles dans le cas supersymetrique pour lequel 
le resultat est plus interessant et surtout plus decisif. En effet, il n'y a pas de tachyon 
dans le secteur a si bien que 1' apparition d'une divergence logarithmique serait vraiment 
problematique. 



Enfin, la fonction beta du tachyon interbranaire est exactement (5.1.14) a tous les ordres. En 
effet, dans l'etat actuel de la theorie, le tachyon est le seul operateur de vertex present sur le bord. 
Or, toute OPE du tachyon avec lui-meme est inevitablement proportionnelle au champ e 2nujX ° 
done jamais egale au tachyon lui-meme. En outre, compte-tenu de l'expression du tachyon du 
secteur er° aucun terme n'est produit en e ±trX + ujX ° par OPE a un ordre quelconque. Ainsi, pour 
r et oj fixes, a tout ordre : 



/3± = (5.1.18) 

Pour conclure, Taction complete a etudier devrait etre corrigee par un certain nombre de 
contretermes de la fa§on suivante : 



S = S bulk + a + ® — I &ze irX+ " x ° + a- ® — <L dze~ irX ^ x " 



2tt Jm> 2tt 



+ a°®Ho le x ° + a Q ®Y,^ + ^~)e^- 1 I e 2nu > x ° (5.1.19) 

n>l ^ 

II est necessaire d'ajouter le tachyon marginal du secteur cr° puisque celui-ci peut etre pro- 
duit en r = a/1 — I /An 2 pour tout n > 1 par resonance, a travers la fusion des operateurs de 
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tachyon des secteurs interbranaires. En dehors de ces valeurs, le tachyon interbranaire est exac- 
tement marginal, mais il cesse de l'etre en ces valeurs precisement. Alors, le tachyon du secteur 
<t° doit resoudre une equation dont le terme source est proportionnel a A + A~ telle que (5.1.17). 
Pour r > a/3/2, il faut aussi ajouter le contreterme en puissance du cut-off et dont l'expression 
depend uniquement de A 1 * 1 . 

Parce que le tachyon du secteur cr° est physique dans la theorie bosonique, il n'y a pas de 



probleme a l'existence de ces resonances en tout r = y 1 — l/4n 2 . Elles impliquent simple- 
ment que dans un modele realiste de condensation de tachyon entre deux branes separees, il faut 
aussi tenir compte du tachyon de ce secteur. On en deduit que les branes vont eventuellement se 
desintegrer par ce tachyon tout autant que par le tachyon interbranaire. Dans le cadre du systeme 
brane-antibrane l'absence du tachyon de secteur er° et l'eventuelle existence de ces resonances 
pose plus de probleme, parce qu'elles n'apportent pas d'interpretations physiques comme ici. 



II y a une limite interessante a ce modele qui est r — > r c avec ici r c = 1. Dans ce cas, le 
nombre de contre termes tend vers l'infini, ce qui indique que la theorie n'y est a priori pas re- 
normalisable en limite - les points de resonances sont denses autour de r = r c . II convient done 
de l'etudier en cette valeur, pour laquelle elle est renormali sable parce que cu = strictement. 
Par contre, la theorie n'est pas exactement marginale parce qu'a l'inverse du cas r < 1 e'est la 
perturbation de distance qui est resonante. 



Cas particulier r 



En cette distance, par continuite de (5.1.13), le tachyon est purement statique. En effet, la 
deformation est simplement : 



5S = a + ®\ + <h dze iX + a~® X~ <b dze~ iX (5.1.20) 
Jr Jr 

Par commodite, nous avons redefini A 1 * 1 — > 2ir\ ± . En supposant que A ± < 1, cette limite 

peut etre consideree perturbative et il est possible de developper proprement e~ ss . Le premier 

terme non trivial non nul est au second ordre : 



2 
1 
" 2 



a + ® A + <b dze iX {z) J • I a~ ® A" i dw e~ iX {w) J Q(\z - w\ - e)6(L - \z - w\) 

a~® \~ ldze- iX {z) j • (a + ® A + ldwe iX {w)) Q{\z - w\ - e)Q{L - \z - w\) 
Jr J \ Jr J 

(5.1.21) 



Des cut-off UV et IR ont ete ajoutes en sorte de reguler les divergences selon la methode de 
point- splitting. Cette regularisation brise explicitement la symetrie conforme sur la surface de 
corde, mais le resultat final ne doit pas dependre des cut-off. Done in fine, la symetrie doit etre 
restauree . La formule precedente se simplifie en : 

a + a- DA+A- / dw / dze iX (z)e- iX (w) + a-a + ®\ + \- / dw / dz e~ iX (z)e iX (w) 

(5.1.22) 
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Les OPE des operateurs exponentiels sont donnees sur le bord par : 

e i5t {z)e~ i5i {w) = (z- w)- 2 (l + i(z - w)dX + . . .) 

e~ iR {z)e dt {w) = (z- w)- 2 (l - i(z - w)dX + . . .) (5.1.23) 

La reinjection de ces resultats dans les integrates precedentes donne : 

(7° <g> A + A~ J dw Q - j) + (7 3 <g> A+A~ J dw dX (5.1.24) 

Le premier terme est divergent en puissance des cut-off mais doit simplement etre ote du 
calcul et ne pose pas de probleme de marginalite. Par contre, le deuxieme terme donne lieu a 
une divergence logarithmique. La perturbation de distance est par consequent resonante avec 
le tachyon interbranaire en r = r c . Ce terme va done contribuer universellement a la fonction 
beta du couplage associe a l'operateur de vertex a 3 ® dX. Pour le supprimer dans le cadre d'un 
schema de soustraction minimale, il faut ajouter a Taction un contre-terme : 



S ct = a 3 ® \ + \- j dw \n-dX (5.1.25) 

avec t l'echelle de renormalisation (a ne pas confondre de la valeur de distance t que nous 
avons utilisee precedemment). L'ajout de l'echelle de renormalisation est essentiel pour com- 
penser la dimension de e dans 1' argument du logarithme. Pour etudier l'effet de ce contreterme 
sur la marginalite de la theorie, il faut introduire le terme de bord suivant : 



a 3 



_ } ® J dzdr(X)dX (5.1.26) 

De maniere tout a fait generale, si 5r depend des champs X il est possible de faire un 
developpement autour des modes zero H127U1261I128H selon X = x + X : 



y <g> j dz \ 5r{x) + d a 5r (x) X a + ^d a d b 5r{x) tX a Xh + . . . J dX (5.1 .27) 

Pour etudier le groupe de renormalisation, il faut extraire l'echelle de renormalisation des 
operateurs de vertex en appliquant z — > £ z. En utilisant 



:X a X b {z/£)t = tX a X b {z)t - 2r] ab \nl (5.1.28) 
le couplage 5r obtenu est le suivant : 



— ®jdz (5r(x) + n5r(x)\n£ + 2\ + \-\n£)dX (5.1.29) 
Par consequent, la fonction beta du couplage 5r au deuxieme ordre est : 
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f3 Sr = -2\ + \- - D5r (5.1.30) 

Une fonction beta peut, a condition qu'elle soit independante du schema de renormalisation, 
etre interpretee comme une equation de mouvement derivee d'une action effective S e ff a des 
redefinitions des champs pres. Par exemple, a l'ordre quadratique, en notant = 8r, Taction 
suivante : 



S eff oc J d p+1 a (^d fl 4>d^ + 24>X + \-^j (5.1.31) 
est compatible avec /3g r . Cette expression est en accord avec celle obtenue dans la for- 



mule (5.1.8) par developpement de Taction de Garousi. En r = r c , le tachyon agit done bien 
comme terme source pour le champ de distance en le tirant vers r < 1. Ce resultat est au moins 
valable pour A ± <C 1. 



5.2 Groupe de renormalisation, fonctions beta et equations 
du mouvement 

Dans cette section, nous etudierons le groupe de renormalisation du modele sigma pour 
le tachyon et le champ de distance sur la surface de corde. Les fonctions beta associees aux 
divers champs off-shell relevants seront calculees et rapportees - dans la mesure du possible - a 
des equations du mouvement de cette certaine action. Cette interpretation n'est en generale pas 
correcte : Tseytlin explique dans HI 241 11231 que les equations du mouvement de chaque champ 
d'espace-cible sont en fait proportionnelles aux fonctions beta, a des facteurs dependants des 
divers champs pres, et non egales. De sorte que pour S Taction effective, SS/Sfa = Kij/3j. Cet 
argument est justifie par la non-conservation des expressions des fonctions beta par changement 
de schema de renormalisation, qui sont des redefinitions des couplages [43] . Si bien que, a moins 
d'exprimer des fonctions beta invariantes par changement de schema, elles ne peuvent pas etre 
interpretees directement en tant qu' equations du mouvement. 

Nous verrons que les fonctions beta off-shell ne sont en general pas coherentes en tant 
qu'equations du mouvement. A Tinverse, lorsqu'elles sont obtenues pour des theories per- 
turbees autour de deformations marginales, e'est-a-dire sur le bord autour d'operateurs pri- 
maires de poids A = 1 elles sont invariantes par changement de schema de renormalisation car 
construites a partir de contributions universelles. 



5.2.1 Phase surcritique r > 1 

En r > 1, le champ de tachyon primaire est de la forme a ± <g> X^ 1 § e ±irX±lU)X ° _ L' etude 
des premiers ordres des fonctions beta y est justifiable pour obtenir une action effective tant que 
T approximation A 1 Test ; ce qui est bien le cas pour r > 1. Les resultats montrent que tant 
que u 2 > r 2 — 1 la deformation est relevante et constitue done une bonne perturbation. 
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Troisieme partie. Section 5.2 



Schema de soustraction minimal 

Les fonctions beta de 5r et A 1 * 1 sont modifiees, en : 

(3s r = — D6r — 2r A + A~ 5 r 2_ w 2 1 

0± = (1-r 2 + u 2 )\ ± -2r5r\ ± (5.2.1) 

ce qui indique que si le tachyon est off-shell dans cet ansatz T oc e lulx ° , i.e. si u 2 < r 2 — 1, 
alors la contribution a la fonction beta de Sr est nulle. II est un peu difficile d' interpreter cela 
en terme d'equations du mouvement. Sans imposer d'ansatz au tachyon, sa deformation se 
developpe de facon similaire a celle de Sr(X a ) : 

a ± <g> T 2 - 1 j> dz (\± + X a d a \± + ^^x a X b + \ e ±irx (5 2 2) 

Cela demontre que le tachyon est irrelevant puisque A ± oc £ 1_r2 . II est done necessaire 
d'en revenir a l'ansatz, qui peut etre un peu complexifie. Les deformations suivantes sont 
developpees 



a 3 ® <t dz [5r + di5rX l + ?^Lx*xi + . . . ) dX (5.2.3) 



enimposant toujours u 2 > r 2 — 1 e'est-a-dire off-shell. Dans un premier temps, ladependance 
temporelle dans les couplages est negligee pour simplifier les calculs mais nous la retablirons 
in fine par covariance. Les OPE utiles sont : 



te irX+ ^ x \z)lle~ irX ~ wX \w)t = (z- w) 2 " 2 - 2r2 (l + ir{z - w)dX + ... 

te~ irX ~ iojX ° (z)*Ae irX+iuX ° (w)t = (z - w) 2uj2 ~ 2r2 (l - ir(z - w)dX + ... 

idX(z)tte ±irX±i " x °(w)i = ^Le^x^xo^ (5 _ 2 _ 4) 

z — w 

Le premier terme des deux premieres lignes est divergent. II contribue, comme nous l'avons 
vu dans la section precedente, a la fonction beta du tachyon du secteur a puisque {<j + , cf~} = 
a . Toutefois, il est sans interet pour nous, puisque specifique au cas bosonique. Les OPE des 
champs bosoniques X a contribuent dans les fonctions beta a des termes dependants des cut-offs, 
leur etude est reportee dans un premier temps. 

En toute rigueur, il faudrait aussi analyser la production du terme en dX° par les OPE des 
tachyons. Cette analyse ne sera pas realisee parce que i) seuls les relations entre le champ de 
distance et les tachyons sont specifiquement etudies et ii) par covariantisation de Taction ef- 
fective le long du groupe de jauge U (2) brise, les contributions sont exprimables sans calculs 
explicites - mais une verification a l'ordre quadratique a partir des formules (5.2.4) n'est pas 
difficile. 
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Le second terme des deux premieres lignes quant a lui, est divergent UV pour to 2 < r 2 — 1 
exclusivement done est convergent dans le domaine surcritique. En revanche, le terme obtenue 
en troisieme ligne est clairement resonant et donne une divergence logarithmique. Les fonctions 
beta^jsont obtenues en utilisant [cr + , er~] = a 3 et par soustraction des divergences UV : 

far = A5r 

f3 ± = (1 - r 2 - lo 2 )X ± + AX ± - 2r5r X ± (5.2.5) 



La fonction beta de Sr est tout a fait triviale. Or, dans les formules (5.2.1) qui sont cor 



rectes, le long de l'ansatz T ex e ±tU)X ° apparaissait un terme proportionnel a rX + X ^a^a j, II 



n'apparait pas ici car l'exponentielle e est repartie entre les termes de derivees multiples 
du tachyon que nous avons justement negliges en repoussant l'etude des OPE des champs X a . 
Ces derniers produisent ensemble des divergences le long de l'operateur de vertex du champ de 
distance, a partir d'integrales du type : 



2 n r -A- r ln n 7 

■l) n ^-^[d ai d a2 ...d an X + } B l[r ] a ^[d bl d b2 ---d bn X-] B jdz ' 



n! 47T 2 2 " " J-- 1 - • • • -On" its I -~ z 2r 2 -l 

xa 3 ® I dX (5.2.6) 



avec n E N. Les couplages nus ont ete developpes comme propose dans le chapitre d'in- 
troduction et non sous la forme £ h ~ 1 fi ce qui est crucial dans ce schema car, par definition, 
d/is/di = 0. II faut ajouter a Taction le contreterme : 



Sct = ( ~ i)n ^j i [da ^ ■ ■ ■ da - x+]B n^ fei [dA ■ ■ ■ 9kX ~ ]b 

i 

x 2(1 - r 2 )r(l + n, 2(1 - r 2 ) In ^) a 3 <g> j dX (5.2.7) 

avec r(a, z) la fonction gamma incomplete. Les contributions a la fonction beta de 5r sont 
proportionnelles a un ensemble de facteurs dependant de l'echelle £ selon : 



n ~l i n—a n 

Psr-^Cia)^) 1 ^ ( 5.2.8) 

a=l 

avec C(a) un coefficient dependant de la distance et des derivees des tachyons. Dans la 
limite IR i — > oo tous s'annulent, puisque r > 1. lis n'empechent done pas l'existence d'un 



point fixe infrarouge et peuvent bien etre negliges. Maintenant, d'apres la formule (5.2.6), nous 
obtenons qu'on-shell, avec d^X^ = (— w) n A ± les logarithmes se resomment sous la forme 



^(2w 2 ln(^ — w)) n /n\ = (z — w) 2uj dont nous deduisons la formule (5.2.1 ). Ainsi, les fonc- 
tions beta ne sont pas continues dans la transition du tachyon off-shell au tachyon on-shell : tout 
se passe a un niveau pre-integratoire, e'est-a-dire dans l'integrande, qui se resomme parfaite- 
ment a la resonance en une formule compacte. 



8. Celles des champs d a Sr et c^A* sont simplement les derivees des fonctions beta que Ton donne. 
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Troisieme partie. Section 5.2 



Deuxiemement, l'absence du terme quadratique rA + A entre en contradiction avec la pre- 
sence de son equivalent dans la fonction beta du tachyon 2r5r\ + du point de vue de leur 
interpretation en tant qu' equations du mouvement derivees d'une action. Cela peut suggerer 
que le schema minimal n'est pas le cadre le plus adapte au calcul off-shell de Taction ef- 
fective, compte-tenu du developpement naturel ( 5.1.27[ ) et (5.2.2) des couplages sur le bord. 



Mais cela peut aussi suggerer que 1' interpretation des fonctions beta calculees off-shell en tant 
qu'equations du mouvement est incorrect. Cette derniere suggestion est probablement la plus 
raisonnable, etant donne que 1' etude dans le schema de Wilson, comme nous allons le voir 
maintenant, n'apporte aucune amelioration. 

Schema de Wilson 



Dans ce cadre, il faut remplacer^jdans (5.2.3 ) l'echelle de renormalisation directement par 



le cut-off UV I — > e et supposer que les couplages dependent explicitement de ce cut-off 
= jJ,{e). Les fonctions beta suivantes sont obtenues : 



ft r = A5r - 2r (/? + A~ + A+/3_) + . . . 

P ± = (1 - r 2 - u 2 )X ± + AX ± - 2r5r A ± + . . . (5.2.9) 

Tous les termes de derivees multiples dependants du cut-off UV en ln n e, toujours au deuxieme 
ordre, ont ete inclus dans les pointilles. Cette fois en revanche, parce que ce sont les couplages 
dependant de l'echelle qui sont pris en compte dans le developpement et non les couplages nus, 
ces termes sont directement proportionnels aux diverses fonctions beta des derivees de tachyon. 
lis sont done redondants, puisque la relation des fonctions beta avec les equations du mouve- 
ment demande d'imposer = 0. Toutefois, nous avons mis en valeur le terme constant dans 
les cut-off. 



Remarquons enfin qu'il n'y a pas plus de contribution en rA + A~ dans la fonction beta de 5r 
que dans le schema de soustraction minimale. Par deduction, quelque soit le schema de renor- 
malisation, les fonctions beta off-shell ne peuvent pas etre, comme presuppose, des equations 
du mouvement. 



Pour preuve, lorsque dans un premier temps les deux equations (5.2.9) sont verifiees, e'est- 
a-dire = le tachyon on-shell peut etre choisi avec, par exemple, to = 1/2 — r 2 et Sr = 0. 
Or, le long de cette solution, on revient dans un second temps a (5.2.1 ) pour lequel la fonction 
beta de Sr etait en fait non nulle a cause du terme rA + A~. Ces equations ne peuvent done pas 
constituer des equations de mouvement puisque leurs solutions n'en sont pas, a 1' exception de 
X* 1 = ou r = qui sont triviales. 



Un ansatz plus general 

Ainsi, il semble a juste titre que l'utilisation des fonctions beta off-shell et leur interpretation 
en tant qu'equations du mouvement soient sujettes a caution. Cependant, il serait interessant 
de chercher des ansatz plus generaux dont les deformations seraient quasi-marginalesj^] mais 



3.2 



9. Voir section 

10. Des perturbations le long de deformations marginales au premier ordre. 
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non exactement marginales : elles resoudraient les equations du groupe de renormalisation a 
l'ordre dominant et permettraient eventuellement d'exprimer des fonctions beta non triviales 
aux ordres superieurs. En procedant de cette maniere, seules des resonances apparaitraient. Ces 
dernieres fournissent des contributions universelles aux fonctions beta et sont par consequent 
independantes du schema de renormalisation. Par exemple, l'ansatz : 



r + = C ( i,(x>*^ + C ( a)(x < )e- w 

T~ = (T + )* (5.2.10) 

avec u = r 2 — 1 telle que la deformation avec (u\ constante est marginale au premier ordre, 
donne les fonctions beta suivantes : 



/3 ar = A5r-2r(|C ( i)| 2 +|C( 2 )f)+--. 

/3 (li2) = AC(i, 2) - 2r5r C(i, 2) + . . . (5.2.11) 

Ces contributions sont obtenues uniquement a partir de divergences logarithmiques. La so- 
lution de tachyon roulant etudiee initialement etait donnee par £> 2 ) = et Qi) = ^ + avec 
A - = (A + )*. II est clair ici que la solution a r constant implose obligatoirement C(i,2) — 0. No- 
tons qu'il est permis de redefinir les champs a des constantes pres. Or, puisque r est considere 
constant, le tachyon peut etre redefini de facon general en ( — > y f(r)(. Si bien que les fonc- 
tions beta deviennent : 



(3 Sr = A5r - 2r/(r) (|C(i) | 2 + |C(2)| 2 ) + • • • 
l3(i,2) = AC(i,2) - 2r<5r C(i )2 ) + • • • 



(5.2.12) 



En considerant u off-shell, meme infinitesimalement, la contribution des tachyons dans (3g r 
disparaitrait. Or les deux autres equations sur les tachyons ne seraient quant-a elles pas resolues 
puisque u est off-shell au premier ordre et impose done aussi C(i,2) = 0. Ces fonctions beta sont 



done coherentes off-shell et on-shell, a la difference des premieres (5.2.5) ou (5.2.9) 



En outre, lorsque toutes les deformations constantes sont marginales, toutes les contributions 
aux fonctions beta proviennent de resonance et sont par consequent independantes du schema 
de renormalisation. Cela implique que ces fonctions beta peuvent eventuellement - mais uni- 
quement dans une limite perturbative - constituer d'excellentes candidates au role d'equations 
du mouvement. Cet argument sera aussi valable pour r < 1. 



Equations du mouvement : une proposition 



Pour finir, des equations du mouvement peuvent etre proposees telles qu'elles seraient com- 
patibles avec les diverses contraintes imposees par les fonctions beta (5.2.12). En supposant le 
regroupement en champ <p = r + 5r nous pourrions exprimer les equations suivantes : 
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Troisieme partie. Section 5.2 



^ = -D0 - faJW* + (1 - 2 ) \T\ 2 ) 

J£ = -OT + (1 - 2 )T 

= — DT* + (1 - 2 )T* (5.2.13) 

oT 

Elles redonnent bien les fonctions beta obtenues dans la limite quadratique en remplacant 
4> = r + Sr ainsi que T = T + et T* = T~ . Des actions compatibles avec chacune de ces 
equations prises separement sont trouvables, mais il n'existe pas d'expression complete per- 
mettant de retrouver exactement (5.2.13). Nous verrons dans le chapite [6] que cela est du a 



ambigui'tee dans la correspondance des fonctions beta aux equations du mouvement : il y a 



toujours la liberte de rajouter dans (5.2.12) des termes proportionnels a des fonctions beta, puis- 
qu'elles doivent etre nulles. 

Une action de type Garousi n'est pas exactement compatible avec ces equations, puisque 



2 

le terme de couplage dans les tachyons seraient d'apres (5.1.6) en (j) \T\ . C'est un point trou- 



blant, car elle est techniquement valable autour de tachyons dont les elements de matrice S sont 
bien definis. Ce qui est le cas lorsqu'ils sont massifs. La resolution de cette enigme tient proba- 
blement du fait que la correspondance entre la physique des champs du modele-sigma et celle 
des champs directement definis dans l'espace-cible n'est vraie qu'a des redefinitions de champs 
pres - voir par exemple 117711 . Or, le point important reste que les equations du mouvement dans 
chaque cas doivent simplement admettre des solutions compatibles. C'est bien le cas ici, car a 
(j) constant, il faut T = 0. Nous donnerons plus de detail a ce propos en discutant les equations 
du groupe de renormalisation dans le chapitre[6| 



5.2.2 Phase sous-critique r < 1 



Dans cette region, les fonctions beta (5.2.5) et (5.2.9) restent correctes si la deformation 
du tachyon off-shell e tU)X +trX est toujours relevante, c'est-a-dire si ui est reel. Toutefois, il 
ne s'agit pas du mode fondamental, puisque le tachyon est instable et devrait done avoir cu 
imaginaire. Pour cette raison 1' approximation A 1 n'est de fa§on generale plus valable. En 
effet, le tachyon marginal est de la forme T oc e ±irX + ujX ° avec u 2 = 1 — r 2 si bien que e^ ~ 1. 
Or, dans le domaine sous-critique, il est aussi possible de n'ajouter off-shell que la deformation 
e ±irX \{X a ) puisqu'elle est relevante. Neanmoins, §a n'est pas une bonne idee de calculer les 
fonctions beta completement off-shell pour en extraire des equations de mouvement, car les 
divergences ne sont pas universels et les contributions aux fonctions beta non-universelles. 



Fonctions beta des perturbations autour du tachyon roulant marginal 

Le developpement autour de la deformation marginale au premier ordre est revise dans ce 
paragraphe : 
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SS = a + ® e^ 2 - 1 j jrx+u>x° + d . x+X i + ^^_x* X 3 

+ &~ ® ^ 2 +^ 2 -! / e -i**+"*° ( A - + d;A-X' + ^^x J X- ? ] (5.2.14) 



De nouveaux, il s'agit d'un cas particulier ou toute la dependance temporelle est supposee 
factorisee pour le tachyon et gelee pour le champ de distance. Les fonctions beta off-shell obte- 



nues dans le schema wilsonien, a partir entre autres de ce qui a ete calcule dans la section 5.1.2 
sont simplement : 



(3 5r = -A5r 

P ± = (1 - r 2 - lo 2 )X ± + AA ± - 2r5r A ± + . . . (5.2.15) 

Dans le schema minimal, les fonctions beta obtenues sont identiques. L' absence du terme 
source dans la fonction beta de la perturbation de distance est remarquable, tandis que le terme 
correspondant apparait dans celle des tachyons. L'origine de cette absence est, comme nous 
l'avions vu dans la section precedente, le facteur e 2ujX ° multipliant l'operateur dX de sorte que 
l'operateur produit n'est pas identifie a celui du champ de distance. L'operateur e 2ujX °dX ne 
peut de plus pas etre assimile a une deformation corrigee du champ de distance puisqu'il est 
irrelevant. 

Remarquons a nouveau que les fonctions beta ne peuvent etre considerees que dans la limite 
perturbative A < 1 ou i° ^ — oo. En d'autres termes, le temps s'ecoulant, les ordres A" 
devraient tous finir par contribuer. Toutefois, l'egalite /3g r = —A5r est verifiee dans tout le 
domaine et a tout ordre le long d'un tachyon e ux ° \ ± {x t ) a cause du facteur e 2nujX ° . 

Attention, ces remarques ne sont vraies que dans la limite ou les derivees successives du 



tachyon sont negligeables : le long de oc e ±lk i x ' ±luJX ° avec u 2 = r 2 + k 2 — 1 et k 2 > 1 



r 



2 



c'est-a-dire tel que l'energie est reelle, alors (5.2.1 ) est exactement retrouvee : 



/3 Sr = A5r - r\ + \- 

/3± = -2r5r\ ± (5.2.16) 

De nouveau, ce n'est done pas une solution a moins que A 11 " = ou r = et 5r = 0. 
Mais cela indique que le terme d'interaction rA + A~ est toujours sous-jacent dans l'equation de 
mouvement. 

Etudions a nouveau les fonctions beta des perturbations definies le long de l'ansatz plus 
general du tachyon, marginal au premier ordre pour tu 2 = 1 — r 2 : 

T+ = C {1 )(*V*° +C( 2) (^)e— ° 

T~ = (T + )* (5.2.17) 



146 



Troisieme partie. Section 5.2 



Les termes croises contribuent a la fonction beta de l'operateur dX. Apres calcul des OPE, 
les fonctions beta s'expriment selon : 



for = A5r - 2r (C(i)C( 2 ) + C(i)C(2)) + • • • 

0(i,2) = AC(i, 2 ) - 2r6r C ( i, 2) + • • • (5.2.18) 

Comme precedemment, les tachyons peuvent etre redefinis par ( — > yj(rj(- Ces formules 
prouvent de nouveau que le terme d'interaction doit etre present de facon implicite. II s'annule 
le long du tachyon roulant, qui ici serait simplement obtenu en imposant £V 2 ) = 0. Les equations 
du mouvement compatibles avec ce comportement sont encore, en notant <p = r + 5r : 



^ = -D0 - (d*Td«T* + (1 - 2 ) |T| 2 ) 



<)L —DT + (1 - 6 2 )T 



5T* 
a r 

— = — DT* + (1 - <p 2 )T* (5.2.19) 
5T 

A la fonction /(</>) et au cas particulier de la distance critique pres, il semble done que les 
equations du mouvement sont continues entre la phase sur-critique et la phase sous-critique. 
C'est un point tres positif. Cela sera le cas aussi en theorie des supercordes dans le systeme 
D — D. Cependant, aucune action effective pour r et pour T ne peut etre trouvee a partir de 
ces expressions. Cela sera rediscute dans le cadre du systeme D — D pour lequel d'autres 
contraintes sur Taction effective existent. Toutefois, les couplages entre les champs deduits de 



ces equations ne sont pas compatibles avec une action quadratique aussi simple que ( |5.1.6[ ). 
Cela montre qu'une action de type Garousi-TDBI ne peut pas decrire ce systeme, parce que les 
solutions seraient differentes. 

A l'instar du cas massif, les excitations tachyoniques d'energie reelle, e'est-a-dire de genre 
espace et pour lesquels des elements de matrice-S sont bien definis par continuation depuis la 
phase massive, ne verifient pas non plus d' equations de mouvement egales ou proportionnelles 
a celles derivees depuis une action de type Garousi. Toutefois, elles partagent encore les memes 
solutions, done il y a de fortes chances qu'elles soient finalement compatibles dans ce regime. 



Remarque sur la solution tachyonique generate 



A partir de la formule ( |5.2.18[ ) nous obtenons une combinaison pour laquelle les fonctions 
beta s'annulent telle que la deformation correspondante definirait potentiellement une CFT : 



T(x°) = (e^ - i^e-" x (5.2.20) 

avec A G 1 et w 2 = 1 — r 2 . L' interpretation physique de cette solution est incertaine 
car elle decrit un tachyon, de type S-brane complete, decondensant depuis x° — > — oo puis 
recondensant en x° — > oo mais dont la phase (complexe) subit un decalage de n/2. Cependant, 
cette expression n'est solution qu'a l'ordre quadratique et il faudrait verifier que les fonctions 
beta restent nulles aux ordres suivants - en utilisant par exemple la methode de Il43ll a l'ordre 4 
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- mais aussi refaire T etude des divergences logarithmiques de la section 5.1.2 en tenant compte 
des termes croises et des nouveaux termes de contact. Ces calculs sont justifiables car, bien 
que physiquement peu pertinente, une telle solution peut contraindre 1' expression de Taction 
effective, comme dans la methode proposee par Kutasov et Niarchos dans [17711 . 

5.2.3 Phase critique r = 1 



En comparant les fonctions beta (5.2.11 ), (5.1.30) et (5.2.18) et en particulier celles de 8r 



nous distinguons clairement une discontinuite en r = 1. En effet 



r > 1 : 



/3,5 r = A5r-2r(|C(i)| 2 +|C(2)r)+.. 
r = 1 : /3 Sr = -D5r-2|A| 2 
r < 1 : /3 Sr = A5r - 2r (C(i)C( 2 ) + C(i)C(2)) + ■ 



(5.2.21) 



avec en r = 1 par continuite dans la definition des deformations de bord A = C(i) + C(2)- 
II apparait done nettement qu'en la distance critique les contributions de r > 1 s'ajoutent avec 

I 1 2 I 1 2 I 1 2 

celles de r < 1. Puisque + |Q 2 )| > |C(i) + C(2)| necessairement C(i)C* 2 ) + C(*)C(2) < 

de sorte qu'en r = 1 la contribution est intermediate. II s'agit pour ces equations de flot d'une 
facon de rendre les limites r — > r+ et r — > r~ compatibles. Ces equations sont toutefois 
discontinues a la distance critique, et le terme source change de signe : le systeme y subit 
done une transition de phase. La continuite n'est retablie que si = pour % = 1, 2 qui n'est 
evidemment pas une limite interessante. 

Cette discontinuite en r = r c exprime egalement le fait qu'une theorie des champs en r = r c 
n'est pas bien definie, parce que d'un cote nous avons une phase stable et de l'autre une phase 
instable. En outre, a propos de la transition sous-critique/critique, d'apres notre etude sur les 
divergences du modele roulant en fonction de la distance, le nombre de contretermes de type 
terme-de-contact a ajouter a Taction de surface tend a exploser en . Ainsi, dans cette limite, la 
theorie est non-renormalisable, mais pas en r = r c comme nous le voyons bien. II s'agirait d'un 
moyen pour le systeme de mener a la discontinuite, ce qui est reminiscent de la limite c — > 1 
dans les theories de Liouville [1 1031 |38l I104H . Nous savons par exemple que la continuation 
analytique b — >■ ib (i.e. Q — > ou c — ► 1) pour passer de Liouville de genre espace a Liouville 
de genre temps n'est pas tres bien definie. Or notre modele est tres similaire dans la forme a 
une theorie de Liouville, mis a part les facteurs de CP. En ce sens, la transition b — >■ ib semble 
similaire a la transition u — > (soit c = 2 — > c — 1) dans Toperateur du tachyon sur le bord 
e iy/i/2-ui 2 x+uiX° _ ]sj ous n ' avons pas explore plus en detail cette relation, puisque 5a n'a pas ete 
un point crucial pour notre etude. 



5.3 Conclusion 

Dans ce chapitre, il a ete demontre que le systeme brane-brane separe a distance constante 
admettait une solution de condensation temporelle de type demi S-brane / \± e v / T 3 ^ ^ | e 
secteur interbranaire, parametrisee par les facteurs de Chan-Paton a ± G U(2). Cette solution 
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etait representee sur la surface de corde par une deformation de bord exactement marginale. 
Cette propriete etait en revanche perdue en certaines valeurs de distance r = y/l — 1/An 2 pour 
tout n E N*. En ces valeurs, les fonctions beta du tachyon du secteur a recoivent des contri- 
butions non nulles proportionnelles a (A + A~)" et cela est a des resonances entre les operateurs 
a ± ® e Vi-r 2 x°±irX £t e x° c ' es t-a-dire des divergences logarithmiques. Ces valeurs de distance 
brisant la marginalite sont denses autour de la valeur critique r c = 1 telles que la limite r — > r~ 
n'est pas renormalisable. Cela est en accord avec la non-marginalite du tachyon a la distance 
critique, qui se couple au champ de distance et attire le systeme en r = r~. 

Ainsi, dans un schema realiste d'evolution du systeme initialement pose a la distance cri- 
tique, le couplage a 1' autre tachyon est inevitable puisque les valeurs r = \J\ — 1/An 2 sont 
denses autour de r = 1. La condensation du tachyon a c'est-a-dire heberge sur chaque brane 
est bien comprise - cf. chapitre|4]- et nous en deduisons qu'au moins chaque brane s'evapore 
independamment l'une de 1' autre sous forme de cordes fermees, a la fois par confinement du 
champ electrique sur chaque brane quand x° — > oo et par couplage des cordes fermees a la 
brane IT78i Ainsi, il est physiquement peu probable que le systeme puisse persister a distance 
constante, mais la condensation du tachyon sur chaque brane permet d' avoir une vision as- 
sez claire de son evolution meme si la velocite relative des branes est non-nulle, menant a sa 
disintegration complete en cordes fermees. 



En outre, le calcul de Taction effective a ete initiee en etudiant le groupe de renormalisation 
du modele sigma legerement perturbee autour du tachyon roulant. II s'agissait d'une approche 
pertinente, tant que le tachyon roulant etait choisi marginal a l'ordre dominant dans les fonc- 
tions beta. Des equations du mouvement ont ete obtenues a partir des expressions des fonctions 
beta invariantes[^J mais n'etaient pas compatibles avec une expression d'action effective, ni en 
particulier celle de type Garousi (5.1.6). Cependant, dans le regime massif et pour un tachyon 
de genre espace dans la phase tachyonique, au moins pour une distance constante, leurs so- 
lutions sont compatibles avec celles derivees d'une action de type Garousi. Nous avons aussi 
mis en valeur l'existence d'une transition de phase du systeme en la distance critique lorsque le 
tachyon est allume sur le bord. 



Cette etude sera prolongee dans le cadre du systeme D — D pour lequel d'autres contraintes 
sont posees. Cette autre approche montrera que les fonctions beta menent aux memes contraintes 
sur les champs que des equations du mouvement derivees d'une action effective quadratique ob- 
tenue par une methode independante egalement autour de la solution de tachyon roulant. 



11. Par changement de schema de renormalisation. 



Chapitre 6 



Condensation de tachyon en supercorde et 
systeme brane-antibrane 

Dans le systeme brane-antibrane la situation de la coincidence est bien assimilee et en par- 
ticulier en ce qui concerne le tachyon decouple des autres champs. Cependant, nous savons 
que dans ce systeme le tachyon est couple de facon non abelienne a ces derniers. Or comme 
dit dans l'introduction, le domaine de validite des propositions d' actions effectives faites par 
Garousi dans ll44l 1471 concerne a priori uniquement des tachyons de genre espace. II faut done 
les considerer avec precautions si on souhaite en etendre le domaine de validite aux tachyons 
condensants dependants du temps. En suivant l'expression de Taction de Garousi, nous avons 
grosso-modo que le tachyon est effectivement couple minimalement a un certain nombre de 
champ de jauge de cordes ouvertes et que reciproquement, ces champs de jauge sont couples au 
tachyon. 

En decrivant une paire D — D disjointe spatialement par une distance finie (disons £) pas 
forcement constante, nous avons que le champ de distance (disons <fi) est tel que sa valeur dans 
le "vide" est ((f)) = i. Ce champ est non-massif et par T-dualite correspond a un champ de 
jauge minimalement couple au tachyon. Ainsi le champ de distance (non-abelien) serait couple 
au tachyon (non-abelien) par un terme du type [0, T] 2 . Naturellement - et e'est ce qu'obtient 
Garousi dans iPTTll - la distance et le tachyon sont interdependants de telle sorte qu'il n'existe 
aucune solution classique aux equations du mouvement, condensante et a distance constante. 

Par etude des equations du mouvement, nous 1' avons constate dans le chapitre[TJ En resolvant 
numeriquement ces equations, nous avons observe un comportement privilegiant une attraction 
vers t = mais qui n'y stabilise pas et oscille. Nous avons aussi vu a partir de l'expression 
des equations du mouvement qu'il ne pouvait pas exister de solution non triviale a distance 
constante. 



Or nous allons montrer dans la section 6.1 qu'il existe une CFT admettant sur le bord une 
deformation tachyonique dependante du temps de type demi S-brane a distance constante. Le 
systeme brane-antibrane separe et de la distance critique est defini dans l'introduction sec- 
tions 2.4 et |4.3[ Nous utiliserons maintenant r = £/2tc de sorte que la distance critique dans 



cette variable est[^]r c = l/y/2. 

Bagchi et Sen [7] avaient montre que dans la partie du domaine tachyonique r < r c / \/2 la 



1. Nous utilisons la convention a' = 1. 
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deformation en question etait exactement marginale. Par ailleurs, nous avons montre Il62l par 
notre etude que cette deformation etait aussi une CFT dans la partie manquante r > r c / a/2. 
Pour etre plus precis nous l'avons montre pour tout r < y/Tf/6. Cependant, de forts indices 
- supersymetrie en l'occurrence - nous font conjecturer qu'elle doit Tetre sur tout le domaine 
tachyonique. Ainsi les calculs - en particulier la fonction de partition - que Ton peut effectuer 
en r < r c j \/2 peuvent etre continues analytiquement a tout r < r c . 



Dans la section 6.2 nous avons etudie le groupe de renormalisation en dehors de la CFT. 
Nous avons calcule les fonctions beta associees aux divers couplages, puis nous en avons 
determine des equations du mouvement pour les champs de tachyon et de distance. Dans la 
section [63] nous exprimons la fonction de partition sur le disque le long de la BCFT du tachyon 



roulant a distance constante. Nous avons calcule la fonction de partition a l'ordre 8 dans les 
tachyons a la distance rj \/2 en mettant en valeur les contributions du terme de contact dans 
l'expression en super-espace. Nous introduisons egalement une methode diagrammatique qui 
s'est revelee pratique d' utilisation. Enfin dans la section 6.4 nous discutons du calcul d'une 
action effective en utilisant la methode de Kutasov et Niarchos et la fonction de partition a 
l'ordre 2 dans le tachyon. Nous obtenons une action effective quadratique dont l'expression est 
totalement contrainte et qui est compatible - dans une certaine mesure - avec les equations du 
mouvement que nous avions obtenu auparavant. 



6.1 CFT du tachyon roulant dans systeme brane-antibrane 
separe 

Le systeme brane-antibrane admet un tachyon bi-fondamental dans le spectre des cordes 
ouvertes du secteur interbranaire. De la meme maniere que dans le cas bosonique, il existe trois 
phases distinctes. Celle pour laquelle le bi-fondamental est massif (r > r c ), puis celle ou il est 
exactement non-massif (r = r c ) et enfin celle ou il est tout a fait tachyonique (r < r c ). 



6.1.1 Deformation de tachyon roulant dans domaine r <r c 

Comme cela est explique dans la section [5] pour le modele bosonique equivalent, la theorie 
des champs effective pour les champs tachyoniques et non-massifs est decrite par Taction ef- 
fective a l'ordre des arbres0 La theorie des cordes doit s'exprimer dans le fond compose des 
configurations classiques des champs tachyoniques et non-massifs. En ce qui concerne le fond 
tachyonique, cela revient a ajouter sur le bord, dans Taction de la surface, deux tachyons com- 
plexes conjugues Tun de Tautre dans les secteurs represented par les facteur de CP a + et a~ 
a une distance r. Nous nous placons dans le demi-plan superieur z E H + . Les tachyons sur le 
bord sont representes par les operateurs de vertex : 

2. Cela tient son origine dans F instability tachyonique de la theorie a l'ordre des arbres qui implique la di- 
vergence de la contribution a l'ordre d'une boucle et plus : les calculs quantiques perturbatives perdent tout leur 
sens. 
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T f = a' <8) \- j e- ir *f*{X a 1 i) a 1 i)) (6.1.1) 

ou nous avons regroupe tous les termes dependant des partenaires fermioniques des bosons 
X a et X dans / et /*. Nous allons preciser leur expression bientot. Nous avons choisi une no- 
tation un peu trompeuse : le fermion i/j defini sur le bord est ici le dwa/[^]de ip et non le champ 
antiholomorphe. Cela reste suffisamment clair puisqu'il n'existe aucune distinction entre holo- 
morphe et antiholomorphe sur le bord. Pour les fermions definis sur le bord ici, nous utilisons 
la convention : 



X(z) = X(z) +i6tfj{z) 



(6.1.2) 



Par rapport a la definition donnee dans 1' introduction (2.4.15), nous identifions done ici 
^ a ip. Dans (6.1.1 ), l'exponentielle e ±trX est un operateur de twist qui permet d'inclure les 



conditions aux bords de facon condensee et qui donne les bons poids conformes et done les 
bonnes OPE. Pour etre tout a fait rigoureux, il faudrait initialement partir de Taction [1 12011 : 



S = S bulk + 2y ® I 0(X a ) 8X + 2y ® (f> d a (j)(X a ) ^> 



+ cr+® \ + j f{X a ^ a ) +cr- ® \- j f*{X a ,i> a ) (6.1.3) 



et choisir 4>{X a ) = r + 5r(X a ) avec r constant. Ensuite, le terme en cr 3 £g> rdX modifie 
les OPE des tachyons, a cause de [cr ± , a 3 ] ^ mais peut etre reabsorbe dans la definition des 
champs de tachyon sous la forme de l'operateur de twist que Ton vient de nommer. Ce point 
sera plus clair lorsque nous introduirons les fermions de bord. Ainsi nous avons : 



S = S bulk + i a -^-®j 5r(X a )dX + ig) <f> d a 5r{X a )r^ 

ArX r I va „/,a 



+ a + ®\ + j e irX /(X a ,V / \V0 ® ^ j e- irX f*(X a ,ij a ,ij) (6.1.4) 

Nous allons maintenant montrer qu'il existe une solution de condensation de tachyon roulant 
a distance constante, e'est-a-dire : 



/(X a ,V a ,^) = (irip + u^ e" x ° et 5r(X a ) = (6.1.5) 

avec to = v/l/2 — r 2 . Dans la suite, -0 ± = ±irijj + uijj . Pour montrer que cette solu- 
tion existe bien, il faut s'interesser a une action encore plus generale. En effet, une theorie des 
cordes est une solution des equations du mouvement si et seulement si elle est une decrite par 

3. De meme que X est le dual, conjugue au moment d'enroulement, de X. 
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une theorie conforme sur la surface de corde. Pour cela, il faut que dans le modele sigma non 



lineaire - voir section 3.2 - les fonds classiques constituent des configurations representees par 
des couplages exactement marginaux, c'est-a-dire dont les fonctions beta du groupe de renor- 
malisation sont nulles a tout ordre en perturbation. Or nous avons vu dans le chapitre|5]que les 
termes importants dans les fonctions beta sont en particulier ceux qui sont universels, c'est-a- 
dire ceux qui proviennent de resonances et qui ne peuvent pas etre reabsorbed par redefinition 



des champs. II se trouve que Taction (6.1.4) n'est pas complete de ce point de vue, car les ta- 
chyons peuvent eventuellement entrer en resonance avec des termes du type e 2nujX ° comme nous 
l'avons aussi vu en theorie bosonique. Cependant, a l'inverse de ce dernier cas ces resonances 
sont multipliees par des coefficients dont la somme est nulle, grace aux fermions, done grace a 
la supersymetrie, ce que nous montrerons maintenant. 

6.1.2 Resonances et contretermes 

Nous devons dans un premier temps introduire des termes de bord du type : 



a u ® > > n <b e 2nuX ° (6.1.6) 



n>l J 



mais qui ne sont pas explicitement supersymetriques et par consequent brisent la symetrie 
superconforme sur le bord. Dans le meilleur des cas, les coefficients fi n dependent des autres 
couplages et des cut-offs uniquement de telle sorte qu'ils suppriment les divergences nefastes 
dans les amplitudes. Meme s'ils brisent explicitement la supersymetrie de surface en realite 
ils l'a retablissent in fine dans les calculs. Rappelons que l'ajout de cut-offs UV ou IR brise 
explicitement la symetrie de Poincare (et done aussi la supersymetrie) sur la surface de corde 
mais qu'a la fin elle doit etre recouvree par soustraction des divergences. 

Dans le pire des cas, ils seraient independants des autres couplages et auraient des fonctions 
beta non triviales. Alors la theorie complete serait non-marginale dans ses couplages et non- 
supersymetrique et par consequent non-superconforme. Elle ne serait done pas une solution des 
equations du mouvement de la SFT. 

Ces termes ne sont associes a des resonances que si 2nu = 1. En effet, les tachyons etant 
marginaux, seule la production d'un operateur marginal par fusion peut etre associee a une 
resonance, puisqu'il faut h a + hb — 2 = h c — 1. En outre, ces termes entre eux n'ont clairement 
pas de resonance, car dimensionnellement 4(n 2 + m 2 — (n + m) 2 )uj 2 = 1 devrait etre resolu 
par nm = —l/8ui 2 . Or n et m etant positifs, cette equation est impossible a resoudre. Et done 
il ne faut ultimement s'interesser qu'au terme : 



a Q ®ii Q je x ° (6.1.7) 

quand to = l/2n. Les autres entrent dans le cadre du meilleur cas presente plus haut et ne 
sont done pas problematiques. Ce dernier peut en revanche etre potentiellement un pire cas et 
montrer qu'il ne Test pas n'est pas aise ; nous y devouerons la section suivante. 



Chapitre 6. Condensation de tachyon en supercorde et systeme brane-antibrane 



153 



Puisque n > 1, alors pour tout uj > 1/2 la theorie est exactement marginale dans ses cou- 
plages et supersymetrique, done superconforme. C'est la conclusion exacte de Sen dans [1 10711 . 
Sachant que u = \J\j2 — r 2 ce domaine correspond a tout r < 1/2. II nous parait etrange 
que la solution de tachyon roulant ne soit valide qu'a partir de cette valeur de distance, car ca 
n'a physiquement pas de sens contrairement au cas du modele bosonique. C'est ce qui fait que 
Ton s'attend par continuite a ce que la supersymetrie retablisse la symetrie conforme aussi pour 
r c > r > 1/2. 

Comme nous l'avons suggere plus haut, nous verrons en effet que les termes purement 
logarithmiques dans les cut-offs associes a cet operateur de vertex se suppriment ensemble. 
Nous ne le montrerons pas pour tout r < r c car trop complique - il nous est impossible de 
pousser le calcul jusqu'a des ordres infiniment grands - mais pour tout r < y/Tf /6, e'est-a-dire 
jusqu'au sixieme ordre dans les OPE des tachyons, e'est-a-dire n — 3. Nous extrairons de ces 
calculs les divergences UV parmi lesquels les logarithmes dont le coefficient doit s'annuler. 
Nous mettrons en valeur que la supersymetrie est a la source de ce mecanisme de suppression 
et nous argumenterons que Ton peut done etendre ce resultat a tout r < r c . 

6.1.3 Termes logarithmiques a l'ordre 2 et 4 dans les tachyons 

L' action de depart de cette etude est : 



S = S bulk + a + ® \ + j ^ + e irX+u,x ° +a-®\- j ^-e~ irjt+ujX ° (6. 1 .8) 

Elle est definie sur le demi-plan complexe H + . Ces deformations tachyoniques apparaissent 
a l'interieur de l'integrale de chemin avec la convention Z oc J e~ s et sont developpes suivant 
une serie de Taylor, de la meme maniere que pour des interactions perturbatives en theorie des 
champs. Les champs fondamentaux verifients les OPE suivantes : 



X(z)X(w) = -2\n{z-w) + ... 

X°(z)X°(w) =2ln(z-w) + ... 

~ ~ 2 

ip(z)ip(w) = \- ... 

z — w 

ij°(zU°(w) = — + ... (6.1.9) 

z — w 

Nous les utiliserons pour calculer les OPE des operateurs de vertex des tachyons : pertur- 
bativement la theorie fondamentale est libre et constitue une CFT. Done toutes les amplitudes 
peuvent etre calculees a partir des formules des OPE fondamentales donnees ci-dessus. 



Developpement au second ordre 

Le developpement de e~ s ~^ ^ $ ^ est donne conventionnellement jusqu'au deuxieme ordre 
par la formule suivante, en utilisant des regularisations UV et IR telles qu'implicitement e — v 
et L — > oo et en presence de facteurs de CP : 
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ow+L 



e~ s 



/l> pW+L 
<f>i + erV <g> f/fj dw dz + . . . 

J J W+e 



(6.1.10) 

L'operateur d'ordre P agit sur les operateurs en les ordonnant dans l'ordre croissant. C'est 
en particulier important lorsque les operateurs sont fermioniques, tels qu'ici les tachyons : 
l'ordre ne tient pas compte de leur anti-commutativite. Techniquement, il faut aussi sommer 
sur les facteurs de CP en ajoutant une trace dans les calculs d' amplitude mais il faut s'abstraire 
de cette operation ici car les divergences doivent etre supprimees de telle sorte que tout calcul 
d' amplitude y compris avec des insertions sur le bord doit etre regulier. Ainsi, au second ordre 
dans les tachyons, nous devons calculer : 



<j a 



«w+L _ _ 

A+A- / dw I dzli) + e irX+ulX \z)lli)-e- irX ^ x \wy, 

' w+e 

"W+L 



dw / dz^-e- irX+ujX °(z)V^ + e trX+ujX "(w)t (6.1.11) 

J w+e 



Le calcul est immediat en utilisant (6.1.9) et donne 



cw+L 

a + a- g> A+A" / dw / dz (z - w ^ 2 -^ 2 -i 



w+e 



x te irX+wX \z)e- irX+wX \w) (4r 2 -l + (z- w)ip + (z)^ (w)) 



cw+L 

+ a-a + ® A+A" I dw I Az(z- w) 2uj2 ' 2r2 ~ 1 



x te- irX+ujX °(z)e irX+ulX0 (w) (4r 2 - 1 + (z - w)ip~ (z)tp + (w)) t (6.1.12) 

Or puisque co 2 +r 2 = 1/2, alors 2tu 2 — 2r 2 — 1 = — 4r 2 etavecr 2 < 1/2. Par consequent, par 
developpement des operateurs autour de w seul l'ordre zero sera eventuellement divergent UV. 
En effet, ce dernier est divergent tant que r 2 > 1/4 tandis que l'ordre premier est divergent pour 
r 2 > 1/2. Nous n'etudierons pas le systeme en r = r c dans un premier temps car le tachyon 
y est non-massif, par consequent nous ne devons garder dans (6.1.12) que l'ordre zero. De la 
sorte, il vient : 



a <g) A+A- (L 1 - 4 ^ - e 1 - 4 ^ J dw le 2 " x \w)t (6.1.13) 

Le cas r 2 = 1/4 est particulier. Techniquement nous devrions avoir que l'integrale donne 
un logarithme puisque l'integrande est proportionnel a (z — w)" 1 . Cependant, en cette valeur 
de distance, le coefficient multiplicatif qui provient directement des fermions s'annule car il est 
proportionnel a 4r 2 — 1 : 



a 



A+A-(4r 2 -l) 



In 



dw le x ° (w) 



(6.1.14) 



=1/4 
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Pour r > 1/2 il faut soustraire la divergence UV tandis que pour r < 1/2 la divergence est 
uniquement IR et nous pouvons la negliger. Pour r > 1/2 la divergence est de type puissance, 
done dans un schema de soustraction minimale il faut ajouter un contreterme a Taction. Ce 
dernier n'affecte pas la marginalite de la theorie, car il n'est pas logarithmique : 



S ct = -a ® A + AV- 4r ' / dw te 2 " x \w)l (6.1.15) 



D'apres la discussion de la section 3.2 il ne modifie clairement pas la fonction beta d'un 
couplage fii associe a l'operateur de vertex e 2ujX ° : 

01 = (4r 2 - l)/ii (6.1.16) 

La condition de marginalite impose p,\ = et ne subsiste done que le contreterme dependant 
de ^ et e qui ne s'oppose en rien a la marginalite de la theorie. Nous verrons dans la sec- 
tion [6X4] que le contreterme UV apparait naturellement sous la forme d'un terme de contact, 
lorsque nous partons d'une action manifestement supersymetrique, e'est-a-dire exprimee initia- 
lement dans le super-espace. 

Developpement au quatrieme ordre 



A partir de Taction (6.1.8 ), il n'y a pas de terme resonant a Tordre 3, ce qui est assez aise 
a voir a cause du terme e ±zrX + 3ujX ° , Le developpement a Tordre 4 fait intervenir une OPE a 4 
points du type T + T~T + T~ a cause des facteurs de Chan-Paton dont T integrate est divergente. 
L' extraction de toutes les divergences est une tache difficile a cause de Tordre d' integration. 
Nous obtienons a priori un ensemble de divergences de type puissance. Neanmoins, pour 
u = 1/4 our = y/7 /4 > 1/2 la fonction a 4-points est resonante et, par consequent, devrait 
donner des divergences logarithmiques. Nous verrons dans cette section que ces divergences 
se suppriment ensemble, et ce, grace aux combinaisons fermioniques. Cela constitue le point 
principal de notre article 11621 . 

Nous devons aussi tenir compte des corrections apportees a Taction qui ont permis ci-dessus 
de regulariser Tordre quadratique. Pour r > 1/2 il faut done aussi considerer les contributions 
du contreterme ( 6.1.15[ ) quadratique ajoute precedemment sous la forme S + S ct . En effet, il 



n'est pas exclu qu'il produise aussi des divergences par OPE, au deuxieme ordre avec lui-meme, 
ou au troisieme ordre avec les deux tachyons. II y a cependant peu de chance qu'elles puissent 
etre de type logarithmiques a cause du facteur en puissance des cut-offs qui le precede. Et en 
effet, aucune divergence logarithmique n'est produite. Au mieux, il permet de supprimer des 
divergences de type puissance, sous-dominantes a Tordre 4, et dans le meilleur des cas toutes 
les divergences. 

Nous trouvons que le contreterme permet effectivement de supprimer une grande partie des 
divergences a Tordre 4. Toutefois, nous avons obtenu qu'il laisse une divergence residuelle 
associee au terme : 



a u <g> {\ + \-ff{u)e 1 ^- 1 d> e 4ujX " (6.1.17) 



(i 



156 



Troisieme partie. Section 6. 1 



avec f(uj) une fonction non-divergente dont nous n'avons pas reussi a obtenir une formula- 
tion compacte. 

Tout d'abord, occupons-nous des OPE a quatre points dans les tachyons, T + T~T + T~ et 
T~T + T~T + . Le terme correspondant est : 

/rw+L px+L ry+L 

dy I dz dw dx 
J w+e J x+e J y+e 

/rw+L rx+L ry+L 

dy I dz I dw dx 
•J w+e J x+e J y+e 

^-e- tr ^°( 2 ):^ + e ffi+wX >);;re"" + ^V)"^e iri+w;f0 (l/)l (6.1.18) 

Seules les divergences associees a l'operateur e 4ujX ° seront ici interessante. La raison est a 
la fois que cet operateur est le seul qui peut devenir resonant avec les tachyons pour to = 1/4 et 
que dans la fonction de partition il est le seul a survivre dans le vide sous la forme f dx° e 4ujx ° . 
Les OPE ne sont pas difficiles a calculer, elles sont : 



= (z- w)^~ x {z - x)(z - y) iul2 -\w - x) iul2 -\w - y)(x - y) 

x ( (4c 2 -l) 2 1 , (4c 2 - l) 2 

\ (z — w) (x — y) (z — x) (w — y) (z — y)(w — x) 

La combinaison qui apparait entre parentheses est tres importante, il s'agit de la contribu- 
tion des fermions que Ton a calcule en appliquant le theoreme de Wick. Le fait particulier qu'il 
s'agisse de fermions est crucial car alors le terme central est bien soustrait et non additionne. 
Nous obtenons ainsi la bonne combinaison de coefficients s'annulant en u = 1/4. 

La methode de calcul de l'integrale est expliquee dans 1' annexe de notre article ll62ll . Nous 
noterons a = Auj 2 . Apres de longs calculs, nous obtenons : 




(6.1.19) 



TTTT = 

r-xi—e rx2—e rx3—e 



/pxi—e pX2—e pX3—e 

dxi / dx 2 / dx 3 / dx4tip + T + (x 1 )tt^-T-(x 2 )tt^ + T + (x 3 )tt^-T~(x 4 ): 
J xi— L Jx2~L Jxz—L 



T \ 2— 2a 1 / r \ 1— 2a / r \ 1—a 

L\ a — 1 / L \ I L 



~°^>\2^l{l) + V(?j M/ <°> 

/r\l-4o (L) 1 - 4a _] ) r 

+ - U(a) + e [_ Aa V(a) \ L ia - 1 J &x x le 4 " x °l(x 1 ) (6.1.20) 

avec U(a), V(a) et W(a) des coefficients numeriques non singuhers en a = 1/4. II est 
important que U (a) soit non singulier car la divergence associee est alors non logarithmique en 
a = 1/4. Le coefficient W(a) est explicitement : 
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W(a) - 2 ( Q ~ I 2F1 (~a,a+ 1, a + 2,-1) 2 Fi (-a, a - l,a, -1) 
W ~~ 3a I a + 1 a - 1 



+ 2 F l( 2-a,a + l,a + 2,-l) 2 
a + 1 



Le coefficient V(a) est donne par la formule exacte 



2 / 2 Fi (1 - 2a, a - l,a, -1) 2 Fi (1 - 2a, 2 - 3a, 3 - 3a, -1) 
y(a) = (a - 1} { a^l + 2^3-a 

/ 2 Fi(-a,a-l,a,-l) 2 Fi(-a,l-2a,2-2a,-l) 
X y a - 1 " 1 - 2a 

2F1 (2 - a, a + 1, a + 2,-1) 2 Fi (2 - a, 1 - 2a, 2 - 2a, -1 ) 
a + 1 1 - 2a 

+ ( 2 (a - l) 2 _ 1) ^Fi(l-a,a,l + a,-l) + ggi (1 - a, 1 - 2a, 2 - 2a, -1) ^ 

. 2 F 1 (l-2a,a,a+l,-l) ^ (1 - 2a, 1 - 3a, 2 - 3a, -1) ' 
X| a + 1^3a 1 (6 - L22) 

En revanche le coefficient U (a) n'est connu que sous la forme d'un developpement en serie 
que nous avons verifie comme convergeant relativement rapidement (100 iterations suffisent) : 



U(a) = 



a -If ( 2 Fi(l - 2a, a - 1; a; -1) 2 Fi(l - 2a, -3a; 1 - 3a; -1) 



4a- 1 



a — 1 



+ 



3a 



x 



2 Fi(— a, 1 — 2a; 2 — 2a; —1) 2Fi(— a, a — 1; a; — 1) 



1 -2a 



+ 



a- 1 



2 Fi(2 - a, 1 - 2a; 2 - 2a; -1) 2 Fi(2 - a, a + 1; a + 2; -1) 



l-2a 



a + 1 



+ 



(2(a - l) 2 - 1) / 2 Fi(l - 2a, 1 - 3a; 2 - 3a; -1) 2 Fi(l - 2a, a; a + 1; -1) 



4a- 1 



x 



3a — 1 



+ 



2 Fi(l - a, 1 - 2a; 2 - 2a; -1) 2 Fi(l - a, a; a + 1; -1) 



1 -2a 



+ 



+ ( a _ i) 2 V r ( Q + 1 ^ 

^r(n + l)r(a-n+l)(a + n-l)(3a-n) 

2 Fi(n — a, —2a + n + 1; —2a + n + 2; —1) 2Fi(n — a, —2a + n — 1; n — 2a; — 1) 



-2a + n + 1 



-2a + n- 1 



+ («-l) 2 E 



T(a- 1) 



n=0 



r(n + l)r(a - n - l)(a + n + l)(3a - n - 2) 



2 ^i{-a + n + 2, -2a + n + 1; -2a + n + 2; -1) 2 Fi(-a + n + 2, -2a + n + 3; -2a + n + 4; -1) 



-2a + n + 1 



-2a + n + 3 
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+ 2(2(a-l) 2 -l)^ 



T(a) 



n=0 



r(n + l)r(a — n)(a + n)(3a — n — 1) 



2 Fi(-a + n + 1, -2a + n + 1; -2a + n + 2; -1) . ^ 

(6.1.2J) 

-2a + n + l 

Puisque les series convergent vite, U (a) peut etre connu avec une bonne precision pour tout 

a < 1/4 (ou u < 1/4). 



Maintenant interessons-nous au sort des divergences logarithmiques dans l'integrale TTTT. 
Puisque 

1 n— S.1 I A I J 

(6.1.24) 



(I) 



— 1 a->l/4 , £ 

1 — 4a £ 



seul le dernier terme dans (6.1.20) est potentiellement divergent logarithmique en u — 1/4. 



II se trouve que dans cette limite le coefficient V(a) est exactement nul. Par comparaison de 
ce calcul au cas bosonique correspondant, ce sont bien les trois differentes contractions avec 
les bons signes relatifs qui permettent de supprimer le coefficient et done la divergence loga- 
rithmique comme attendu. Or, le meme mecanisme s'applique a l'ordre 2. II parait naturel de 
conjecturer que cela s'applique aussi a tous les ordres superieurs, car il semble bien que cela 
decoule de la super symetrie sur le bord. 

Contributions du contreterme 

Maintenant, il faut quand meme s'assurer qu'aucune divergence logarithmique n'est pro- 



z). En effet, 



duite dans les OPE impliquant le contreterme, que Ton notera C(z) 
celles-ci peuvent contribuer aux divergences associees a l'operateur e 4ujX ° a l'ordre (A + A~) 2 
dans les combinaisons suivantes, a l'ordre 3 : 



a a g) e 



a-l 



w—e px—e 

die I dx I dy [C(w)T + (x)T-(y)+T + (w)C(x)T-(y) 

L Jx-L 



+ T+(w)T-(x)C(y)^ 
o-o+^e 11 - 1 I dw I dx f dy fc(w)T-(x)T + (y) +T-(w)C(x)T + (y) 

' 'w-L Jx-L ^ 

+ T~(w)T + (x)C(y)) (6.1.25) 



Mais aussi a l'ordre 2 sous la forme 



a o £ 2( a -i) I dx dy c( x )C(y) 

Jx-L 



(6.1.26) 



Pour les termes de type CTT, nous obtenons apres quelques calculs, dont les details sont 
explicites dans les annexes de notre article ll62l : 



CTT + TCT + TTC ~ a 1 



2 (L\ 2 ~ 2a 1 /L x l ~ 2a 
+ - 



1 + 2a \e 



+ I ^ X(a) - (j I Y(a) 



l-4a 



a \ e 



•4a-l 



dxiie 4wXo :(a;i) (6.1.27) 
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Les coefficients X(o) et Y(a) sont donnes par : 



X( ) = 2(yCL - ^ ( 2 p i (-a,a + l,a + 2, -1) ggi (-a, a - l,a,-l) 
W ~ 3a ^ a + 1 a - 1 

+ , Fl (2- .,»+!,» + 2,-1) 
a + 1 

et Y(a) qui ne s'exprime qu'en fonction de developpements en serie rapidement conver- 
geants (en 100 iterations typiquement) : 



, , _ , -\\\^\^ r ( a ) [ 2Fi(n - a, 1 + n - 2a; 2 + n - 2a; -1) 

~ ^ ^ r(a-n)r(l+n)(3a-s-n) \^ 1 + n - 2a 

2Fi(s — a, 1 + s — 2a; 2 + s — 2a; —1) 2Fi(n — a, s + n — 1 — 2a; s + n — 2a; —1) 
1 + s — 2a s + n — 1 — 2a 

2Fi(s — a, n + s — 1 — 2a; n + s — 2a; — 1) 
n + s — 1 — 2a 

r(a)r(a — 1) 2Fi(l — a, n + p — 3a, n + p + 1 — 3a, — 1) 

~ n 7^ r ( a - n ) r (! + n ) r ( a - 1 - PWi 1 + P) 3a-n-p 
2 Fi(2 + p - a, n + p + 1 - 2a, n + p + 2 - 2a, -1) 



x 



n + p + 1 — 2a 



+ r(a_1) 



^ Q Z^ o T(a-l-p)T(l+p)(3a-s-t-p) 

2 F 1 (2 + p-a,s + p+l -2a,g + p + 2-2a,-l) 

X (o.l. Zy) 

s + p + l-2a 

Nous avons verifie que ce terme est effectivement convergeant en u — 1/4. Par consequent, 
la divergence associee n'est surement pas logarithmique. Enfin en ce qui concerne le terme du 
type CC, il est explicitement : 



I / L\ 2 ~ 2a f L x 1 ~ 2a 



2a + 1 \ e J V £ , 

5-6a-(2a-l)2 2a+2 2 Fi(l-a,-a-i;-a + i;i) /L x 1_J "' 



4(2a+ l)(2a- 1) \e 

x L 411 ' 1 J dx 1 te 4ujXo t(x 1 ) . (6.1.30) 

Ici encore, le facteur precedant {L/e) 1 ~ ia est non-singulier enw = 1/4 done la divergence 
est non logarithmique en cette valeur. 



Ainsi, les contretermes ne contribuent pas logarithmiquement enw = 1/4. Compte-tenu 
de l'expression des termes du type TTTT, nous pouvons conclure qu'il n'y a definitivement 
aucune divergence logarithmique a l'ordre 4 dans les tachyons. Par consequent, la theorie est 
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exactement marginale jusqu'a la prochaine resonance a l'ordre 6, c'est-a-dire en r = VT7/6. 
Puisque le mecanisme de suppression de la divergence logarithmique est visiblement du a la su- 
persymetrie, nous pouvons conjecturer que ce mecanisme s' applique aussi aux ordres superieurs 
et pour tout r > rj y/2. 

En outre, il s'agit d'un comportement attendu, car a la difference du modele bosonique, ou 
la perte de marginalite est physiquement justifiee par couplage au tachyon du secteur cr° ici cela 
n'a aucune justification physique. 

La theorie du tachyon interbranaire roulant dans le systeme brane-antibrane separee 
est une theorie conforme de bord en toute distance constante r < r c . 



Remarque sur les divergences residuelles 

Pour etre bien rigoureux, il faut aussi voir ce qu'il advient des divergences de puissance et 
s'il persiste quelques divergences residuelles apres ressommation de toutes les contributions : 
schematiquement au quatrieme ordre CC + CTT + TCT + TTC + TTTT. Par comparaison 



de ( |6.1.27[ ), ( |6.1.30[ ) and ( |6.1.20[ ), nous trouvons que tous les coefficients places devant chaque 
divergence s'annulent exactement pour tout valeur to ^ 1/4. De sorte que par ajout du contre- 
terme de deuxieme ordre, apparaissant en fait naturellement en exprimant la theorie de surface 
de maniere manifestement supersymetrique - voir section suivante - alors la theorie est bien 
definie dans l'UV pour tout to ^ 1/4. 



Nous n'avons pas pu obtenir de formule exacte pour le coefficient, note f(u) dans (6.1.17), 
associe au terme d'ordre e 1_4a divergeant pour tout w < 1/4. Son expression est en fonction de 



U donnee dans (6.1.23) et Y donnee dans (6.1.29) : 



m . - w - 5 - 24 - 2 - (8 - 2 - 1)2 ^^-y 2 -^ 4 - 2 + ^ : 

(6.1.31) 

En utilisant une evaluation numerique, nous avons trouve que ce coefficient donne une 
contribution finie mais non nulle pour tu < 1/4. Ainsi une divergence residuelle dans cette 
region persiste. Par comptage de puissance, cette divergence non-supprimee correspond a la 
contribution de quatre tachyons interagissant simultanement en un meme point. Ce n'est pas 



inattendu, puisque par nature le contreterme (6.1.15) correspond a la collision de deux ta 



chyons d'abord et par consequent ne peut jamais contribuer pour une collision simultanee de 
quatre tachyons. Puisque cette divergence n'est pas logarithmique, elle n'est pas pathologique 
et n'empeche pas la theorie du bord d'etre conforme, mais elle doit tout de meme etre renor- 
malisee. Cela indique qu'il faudrait ajouter de nouveaux termes de contact a 4 tachyons et 
probablement a plus aux ordres superieurs. 

6.1.4 Expression manifestement supersymetrique en super-espace 

Plafons-nous dans le super-espace parametrise par (z, z, 9, 6) et tel que z E H + et 9 = r)9 
le long du bord. Ici r\ — ±1 correspond a la structure de spin que nous avons deja introduit dans 



la section 2.4 La notation A represente un superchamp tel que : 
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[z, z, 9, 9) = A{z, z) + i9(j){z) + i6<f>{z) + 99F(z, z) 



(6.1.32) 



Et sur le bord nous aurons par consequent : 



AO, 9) = A{z) + i9 U{z) + r]4>(z, z)\ 



(6.1.33) 



Les tachyons en super-espace sur le bord sont represented par les operateurs de vertex : 



T(X a , X) = A+ j &z&9 r+e irX /(X a ) 

t+^x) = a~ (fdzde r- e - 4rX /*(x a ) 



(6.1.34) 



Les facteurs de CP sont remplaces par des degres de liberte supersymetriques definis sur 
le bord Il74l 1 12011 . Ce sont des superchamps de fermi T ± = ^ + i9F ± tels que rf 2 est un 
fermion de bord et F ± un champ auxiliaire. lis ont un terme cinetique sur le bord, tel que la 
quantification des champs rj ± donne les facteurs de Chan-Paton. Ce terme cinetique est T + DT~ 



en introduisant la super-derivee de bord D = de + 93. L' action (6.1.4) s'exprime directement 
dans le super-espace par : 



S — Si 



bulk 



dzd9 T + VT- - i j dzd9 A + r+T+ - i (/) d^ A^T^T" 



(6.1.35) 



avec la super-derivee covariante V = D + i$(X a )DX, c'est-a-dire que les fermions de bord 
sont charges sous le champ de jauge A = &dX. Le long de $(X a ) = r done pour A pure jauge, 
Taction precedente peut etre reecrite en : 



S = S bulk - i j) dzd9 T e~ D i^e irK T~ J - i\ + j) dzd9 T+T+ - A - J dzd9 T'Y' 

(6.1.36) 

La mesure totale de l'integrale de chemin, avec celle des fermions de bord est simplement : 



[dr+dr~] [dX] Y[ [dX a ] 



(6.1.37) 



ou nous avons indique que 1' unique condition au bord est sur la coordonnee du centre de 
masse, x cm = sachant aussi que les X a sont Neumann et X est Dirichlet, tandis que 
sont anti-periodiques. Les conditions aux bords precises selon les secteurs sont encodees dans 
le terme r + $DXr~. Or, tant que dans une quelconque amplitude il n'y a pas d'insertion dans 
le bulk dependant explicitement de X, dans ( |6.1.36 ) nous pouvons reabsorber le facteur e TM ^ 
a l'interieur des T ± . De sorte que par redefinition des champs et par invariance de la mesure 



ci-dessus, (6.1.36) devient : 
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S = Sbuik - j dzdO T + DT- - i\ + j dzdd T V rX T+ - iX~ j dzdO J- e ' irX T- (6. 1 .38) 

Maintenant, la decomposition de cette action en composantes et apres integration de la va- 
riable de Grassmann 9 est : 



S = S bulk + jdz U+drj- + r] + A + ^ + e irX+ujX ° + rf \~ ^~ e~ irX+ujX0 

+ I dz (-F + F~ + iF + \ + e irX+u)X ° + iF-\-e- irX+ " x °^ (6.1.39) 

Les fermions ^ admettent un terme cinetique et comme attendu les champs F ± n'en ont 
aucun et sont done bien auxiliaires. Alors nous pouvons integrer ces derniers directement. 

Integration des champs auxiliaires et terme de contact 

Les champs auxiliaires ont la fonction de Green Gp(z,w) = 5{z — w) et donnent apres 
integration : 

S = S bulk + <tdz ( ifdrf- + if A+ il)+e irX+ " x ° + rf \~ i)~ e~ irX+ ^ 



+ \ + \- jdzdw5{z-w)te irX+ ^ x \z)V,e- vrX+ ^\w)t (6.1.40) 

Ainsi par integration des champs auxiliaires surgit un terme de contact - a cause du 5{z— w). 
Or en l'etat, ce terme est non-local et Taction n'est par consequent pas bien definie. Pour obtenir 
une expression locale, il faudrait calculer explicitement l'OPE puis developper un des champs 
autour du point d'insertion de 1' autre. Le probleme est que : 



irX+uiX° I \ * * ~irX+uX° , 



te irX ^ x \z)tte^ rX ^ x \w)i = (z- w) l '^le iTX+ ^ x \z)e- wX ^ x \w)t (6.1.41) 

n'est pas defini en z = w pour r 2 > 1/4. Afin d'exprimer ce terme de contact, La solution 
est simplement d'appliquer, meme si cela brise explicitement la supersymetrie, la regularisation 
UV de point-splitting e'est-a-dire que toute OPE entre deux champs quelconque <pi (z)(p2(w) est 
restreinte au domaine tronque^jdans 1' UV par 6 ( | z — w \ — e) . Or on peut encoder cette contrainte 
directement a l'interieur des fonctions de Green des fermions de bord : 



T + (z)T-(w) = £0 -w) + 29 z 9 w 5(z - w) 

— v 9(z — w — e) — 9(w — z — e) 

+ e z 9 w 5(\z-w\-£) (6.1.42) 



4. La limite IR, aussi utilise dans les calculs precedents, est quant a elle specifique au plan complexe et ne doit 
etre incluse a ce niveau. Le point-splitting concerne uniquement les divergences UV. 
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ou nous avons introduit £(z) = 29{z) — 1 la fonction signe. En somme, cette regularisation 
revient - en tout cas en ce qui concerne le cut-off UV - a repandre 1' interaction autour du point 
de contact z = w. Dans la limite e — > on retrouve bien la formule initiale. Compte-tenu 



de (6.1.40) il en ressort un terme de contact a petite echelle. En reinjectant dans le membre de 
gauche la decomposition des fermions de bords = rf 2 + 9F ± , nous obtenons la fonction de 
Green regularisee des champs auxiliaires : 



Gp(z, w) — 5(\z — w\ — e) 



(6.1.43) 



Reprenons maintenant (6.1.40) et injectons la fonction de Green ci-dessus. Nous aurons 
alors pour le terme de contact : 



A + A- j dw e^V^+^V + e)e- ir * + " x0 (w)i 

+ A+A" j dw e 1 - 4r2 te ir ^ x °(w)e~ ir ^ x \w + e)i (6.1.44) 

L'ordre le plus bas dans le developpement des operateurs est le seul a correspondre a une 
divergence UV, etant donne que r < 1/2. Par consequent, pour r 2 > 1/4 et dans la limite ou 

e ->■ : 



A+A- 



+ 



(6.1.45) 



Ce terme est dominant dans la limite e — >■ 0. L' ensemble des autres termes tendent a s'an- 
nuler. Toutefois, 1' ensemble de ces termes, tant que e est fini et non nul, devraient contribuer et 
en particulier pourraient fournir des termes proportionnels a des divergences sous-dominantes. 
C'est effectivement bien le cas, mais en comparant les calculs dans chaque cas, il revient visi- 



blement au meme d'utiliser l'expression non locale (6.1.44) ou l'expression (6.1.45 ) - cf. notre 



article ll62l . Cela peut sembler etrange, mais il n'est pas evident que la serie et l'integrale com- 
mute : pour preuve ici la formule suivante qui applique une simple translation de la variable 
d' integration : 



/+oo _ _ r+oo _ _ 

-oo J — oo 

(6.1.46) 

Or il est clair que les developpements en series de e irX + ujX ° ( w -f £ ) e t de e - irX + ujX ° ( w _ 5) 
ne sont pas egaux. Par consequent, tant que e est fini nous ne pouvons pas developper les 
operateurs et commuter la serie et l'integrale et Taction ne peut pas s'exprimer sous une forme 
totalement locale. En revanche dans la limite e — > aucune ambigu'ite ne subsiste car seul le 
terme dominant est non nul et il est identique dans chaque membre de l'expression ci-dessus. 
En admettant que techniquement e = strictement et aussi bien dans la definition de Taction 
que dans le calcul de toute amplitude alors il apparait naturel de ne conserver dans 1' action que 
le terme local dominant. 
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Fonctions de Green des fermions de bord et ordre de chemin 



Pour developper directement Taction (6.1.38) exprimee dans le super-espace, il faut d'abord 



calculer la fonction a N-points des fermions de bord. Or, celle-ci est non nulle uniquement pour 
N pair. Par consequent, calculons done la fonction a 2N-points des fermions de bord : 



<r + (^)r-(^ 2 ) . . . r + (z 2N ^)r-(z 2N )) 

2(n!) 2 

= (-i) p(ai,a2 -° 2n) e(z ai - z a2 + e ai e a2 )&(z a2 - Za3 + e a2 e a3 ) (6.1.47) 

permP 

avec Q(zi — z 2 + 0i6 2 ) = Q{zi — z 2 ) + 9i9 2 5(z 1 — z 2 ) et P toute permutation des indices 

qui conservent l'ordre (H 1 — . . .) ou ( — I }-■■■) done par exemple (ai, a 2 , a 3 , . . .) = 

(1, 2, 3 . . .). Le membre de gauche n'est pas a priori ordonne, mais en utilisant le theoreme de 



Wick avec ( 6. 1 .42 ) nous obtenons deux ordres distincts dans le membre de droite correspondant 

a (H 1 — ) et ( — I h). Done par integration des fermions de bord nous obtenons un ordre 

de chemin dans l'integrale de chemin, ce qui revient a l'effet obtenu par l'inclusion de facteurs 
de Chan-Paton. 

Maintenant, en appliquant la regularisation precedente nous aurons par exemple pour la 
fonction a 2-points : 



(T + (z 1 )T-(z 2 )) £ = e{ Zl -z 2 -e + 9 1 9 2 ) - Q(z 2 - Zl -e + 9 2 9,) - 9 2 9 x ) 
= &(zi - z 2 - e) + 9 1 9 2 5{z 1 - z 2 - e) 

- Q(z 2 -zx-e) + 9 X 9 2 S(zi -z 2 + e) (6.1.48) 

Et dans une fonction plus grande, il n'est pas difficile d'extrapoler la formule ci-dessus. 
Les fonctions delta correspondent aux fonctions de Green des champs auxiliaires. lis sont par 
consequent associes aux contributions du terme de contact que nous avons calcule. Or dans 
toute fonction a 2N-points, entre les fonctions de Green du terme de contact s'intercalent des 
fonctions theta qui ordonnent les termes de contact avec les autres operateurs. De sorte qu'en 
voulant calculer les contributions du terme de contact (local ou non local) dans une amplitude, 
il faut imposer, de fafon ad hoc, qu'aucun operateur ne doit approcher un autre operateur a 
moinsEJde e. 

Integration des fermions et facteurs de Chan-Paton 

Pour obtenir les facteurs de Chan-Paton, il faut quantifier les champs fermioniques r; ± 
compte-tenu du terme cinetique r] + dri~ tout en considerant les autres termes comme des pertur- 
bations. Les equations du mouvement sont triviales : 

drf = et {r] + ,V~} = 1 (6.1.49) 

5. Sur le bord de H + il faut aussi demander a ce que les operateurs ne s'eloignent pas les uns des autres de plus 
deL. 
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Elles sont aisement resolues par rf 1 = a ± avec les matrices de Pauli a ± = (a 1 ± io 2 )/2. II 
faut ensuite utiliser les identifications suivantes : 



a" 



v +rj-(z)^-[a+,a-] =- (6.1.50) 

La deuxieme identification est naturelle par anti-commutation de rf 1 . L' integrate de chemin, 
compte-tenu de ce qui a ete vu dans la section precedente a propos de l'ordre de chemin induit 



par les fermions de bord (6.1.47) s'exprimera done par : 



J[dT + dT-][dX]e~ Smper ...= Tr J [dX][di/j]Ve- Sdecom ^- Scontact (6.1.51) 



ou dans le membre de droite nous avons utilise Taction exprimee dans le super-espace (6.1 .38 ) 
et dans le membre de gauche Taction decomposed et exprimee en terme des facteurs de Chan- 
Paton. II faut en outre ajouter la contribution du terme de contact obtenue par integration des 
champs auxiliaires et qui s'exprime par : 



Sdecomp + S contact = S bulk + j dz \^T + (g> A + ^ j rX+ " X + G~ ® \~ e^ X ^ 

+ \ + \- jdw e 1 - 4ra ;e 2wX °(«;): (6.1.52) 

Nous avons aussi inclus un operateur d'ordre V deja introduit auparavant, qui applique 
selon : 



V J dz x dz 2 ■ ■ . dz N 0i (zxfafe) ■ ■ ■ <Pn(z n ) = (2ir) J [dzi] N 0i(^i)0 2 (^2) • • • <Pn(z n ) 

(6.1.53) 

et impose aux operateurs d'etre effectivement ordonnes, e'est-a-dire en terme des facteurs 
de Chan-Paton qu'ils contiennent. Nous avons introduit la notation pratique que Ton reutilisera : 



N , N-X 

win = n ^ n - ( 6 - l54 ) 

> Z7l 



Action generale avec perturbation de distance et remarque sur les termes de contact 
d'ordre superieurs 



En partant de Taction (6. 1 .36 ) et avec $ = r + Sr (X a ), nous aurions aussi obtenu des termes 
de contact entre champ de distance (5r ^tp) 2 — > 5r 2 /e et dont Texpression en fonction des cut- 
offs correspond exactement aux divergences de type Moebius flU El ED 1 12511 rencontrees dans 
le calcul de Taction BI par exemple. Le terme proportionnel aux fermions 77^77 serait : 
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iifrf- (br{X a )dX + dJr(X a )^ a ^ -> iy (<5r(X a )<9X + d a 5r(X a )^ (6.1.55) 

Alors Taction serait tres semblable a celle obtenue en theorie bosonique, mis a part le terme 
supersymetrique supplementaire. 

Maintenant, en s'inspirant de l'emergence du contreterme d'ordre 2 en tant que terme 
de contact, il faudrait tenter de regrouper 1' ensemble des contretermes dans une formulation 
unique manifestement supersymetrique. Autrement dit, nous voudrions une action exprimee a 
priori dans le super-espace puis eventuellement decomposee de telle sorte que les operateurs 



du type a ® e 2nuX ° apparaissent, accompagnes comme (6.1.45) d'une expression divergente 
dans les cut-offs et telle qu'ils sont precisement les contretermes necessaire a la soustraction 
de toutes les divergences. Par extrapolation de notre resultat a l'ordre 4, les seules divergences 
resultantes a soustraire seraient du type e 4 " 2 " 2-1 . Celles-ci ne peuvent correspondre qu'a des 
termes de contact d'ordre 2n. En effet, ceux-ci doivent etre du type : 

a' 1 J d 2n - 1 u5 {2n \u i -e)f(u) J dze 2nu}X ° (6.1.56) 

avec u le vecteur pris dans l'espace des distances entre operateurs, de type {z\ — z 2 ), dont 
la base est choisie de telle sorte que les distances sont independantes. Nous pouvons choisir par 
exemple u % = z% — Zi + \ avec i G [1, 2n — 1]. La fonction / est calculee par OPE des tachyons ; 
par exemple a l'ordre 4 : 



(T + ( Zl )T-(z 2 )T + (z 3 )T-(z 4 )) = f{u) 

= {zx - z 2 )^ 2 -\ Zl - z 3 )( Zl - z 4 )^ 2 -\z 2 - z^ 2 -\z 2 - Zi )(z 3 - z^ 2 - 1 

= (u 1 )^ 2 - 1 ^ 1 + u 2 )(u l + u 2 + w 3 ) 4 " 2 " V) 4 " 2 ~ V + n 3 )^ 3 ) 4 - 2 - 1 (6.1.57) 

Compte-tenu de la fonction delta, tous les facteurs sont proportionnels a e. Done a l'ordre 4 
le terme de contact serait proportionnel a : 



e 1 ^ 2 - 1 J dze 2n " x ° (6.1.58) 

A l'heure actuelle nous ne connaissons pas de telle formulation obtenue a l'aide des champs 
auxiliaires. Or ce type de terme dans son expression manifestement supersymetrique est im- 
portant car il peut ajouter de nouvelles contributions finies aux calculs, en plus de soustraire 
les divergences. Ce devrait etre un terme non-lineaire et il pourrait etre par exemple de la 
forme J dz F + F~ F + F~ (z) ce qui ne peut provenir que d'un terme manifestement super- 
symetrique de la forme § T + DT~ DT + DT~ . 

Ces termes ne sont cependant pas indispensables, car une formulation supersymetrique n'ex- 
clut pas la renormalisation. En outre, le fait de rajouter des termes implique de modifier fonda- 
mentalement la theorie puisque cela revient a ajouter de nouvelles interactions sur le bord. 



Chapitre 6. Condensation de tachyon en supercorde et systeme brane-antibrane 



167 



Pour conclure, en ce qui concerne le tachyon roulant a distance fixe, 1' expression manifeste- 
ment supersymetrique est souhaitee mais n'est pas necessaire. Elle implique en outre d'exprimer 
des interactions de contacts a N-points, qu'a priori nous ne connaissons pas. Autrement dit, le 
fait de devoir ajouter des contretermes de facon ad hoc brise explicitement la symetrie super- 
conforme dans Taction de surface de corde, mais n'empeche pas la theorie d'etre exactement 
marginale done de correspondre a une solution des equations du mouvement. Par consequent 
trouver une expression manifestement supersymetrique n'est pas indispensable. 



6.2 Fonctions beta, groupe de renormalisation et equations 
du mouvement 



Cette etude est similaire a celle faite en theorie bosonique dans la section 5.2 Elle donnera a 
peu de choses pres les memes resultats. II est done evident qu'il faudra uniquement s'interesser 
aux deformations marginales au premier ordre. Nous referons cependant le developpement des 
trois phases massive, non-massive et tachyonique, et calculerons les fonctions beta dans chaque 
cas. 

Nous commencerons par etudier la phase surcritique massive (r > 1/ \/2) puis la phase 
sous-critique tachyonique (r < 1/ y/2) plus delicate et enfin nous etudierons la continuite avec 
la phase critique non massive (r = 1/ a/2). 



6.2.1 Phases surcritique r > r c 

Dans cette phase, les operateurs de vertex § ^± e ±irX±iuiX° av£C ^± _ -j-^^ _|_ f^Q) son t 
marginaux enu = r 2 — 1/2 nous pouvons done les inclure sur le bord, etudier les fonctions 
beta resultantes et y faire correspondre des equations de mouvement de champs correspondant. 



Nous devons partir de Taction generale (6.1.35) en decomposant $ = r + 5r et en absorbant r 



constant dans les fermions de bord, de sorte que nous avons : 



S = S bulk - j dzd9 T+ + i5r{X a )DXj T 

- ijdzdo A+(x a )rV ri+ ^ x ° - ijdzde A-(x a )r- e - irX -^ x ° (6.2.1) 



avec a T ordre 2 en derivees en developpant = + + 9ip 



5r(X l ) = 5r + d { 5r (x l + i^*) + (x*X j + 2idX 1 ^ 

A ± (X i ) = A ± + 9 i A ± (x l + iO^j + (x'X 1 + 2iBX i ^ (6.2.2) 

A Tinstar du modele bosonique nous avons choisi de completement factoriser le compor- 
tement temporel pour ne s'interesser qu'au comportement spatial off-shell, ce qui a le merite 
de simplifier singulierement les calculs. Nous retablirons la covariance a la fin. II est utile de 
decomposer cette action explicitement afin de bien degager les contributions associees aux fer- 
mions de bord de celles associees aux champs auxiliaires : 
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S = S bulk + & V + dr]- - & F + F 



+ i j> r] + r]- 5r'dX + d t 5r (x*dX - + (x'X'dX - 2A VV> 



+ <b v +e irX+i " x0 



A+>+ + ^A + (X i ^ + + tfj i ) + didjX+ [X l X 3 i) + + 2X 1 ^ 



+ <p 7] e 



-irX—iujX 



A~ i - -\ OX | X'( - ■■■■ A ) + — ( .Y'A'-'( - + 2A'A 



77-^ ( 5r' + <9,<5rA* + ^M^'^' V« e irX+i " x ° ( A+' + d.A+A* + Y A' 



d.,di5r 



r] + i) 8r' + d a <frAT + -A-^ — X i X j -i e 



-irX—iu)X 



\- +d i \~X i + 



didj\~ 



■X l X 3 



(6.2.3) 



Nous avons sorti explicitement le facteur d'echelle UV dans le schema de Wilson, mais 
avec des deformations principalement marginales, il disparait. Neanmoins, nous avons note par 
commodite fjf — fj, + me pour /i = {5r, X ± } mais dans la suite nous oterons le "prime" et 
considererons implicite l'addition de me D/x. Remarquons au passage que (3^ = (3 U + D/i. Par 
integration des champs auxiliaires, nous obtenons un ensemble de termes de contact regularises 
dans rUV^Jcomme il a ete fait precedemment en utilisant Gf = 5(\z — w\ — e) : 



contact 



+ e 



5r 2 - 2d l 5rd i 5r lne+ ( d l {5r 2 ) - Ad j 5r8 J d l 5r Ins ] X i + ^M^l X l X j 



\ + \- - 2d i \ + d i \~ lne + di(X + \-) - 2d, (d j X~d j X + ) me )X i 



1 m^n ^x 



+ i7] + ilje irX+iujX ° 



irj ijje 



\ + 5r - 2d i X + d i 6r lne + di(X + 5r) - 2d { (d j 5rd j X+) lne A 



A~5r - 2d i X~d i 6r lne + d^Sr) - 2^ (o^r^A") lne J A* 



(6.2.4) 



A la deuxieme ligne, nous avons utilise 2tu 2 — 2r 2 = — 1 dans l'OPE des tachyons, d'ou 
le facteur e _1 . A premiere vue il apparait un certain nombre de divergences logarithmiques qui 



6. Nous ne nous interesserons pas aux divergences IR ici. 
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devraient logiquement contribuer aux fonctions beta des couplages des tachyons - en particulier 
celles des deux dernieres lignes - et a la fonction beta du "couplage" de l'operateur unite § 1. 
En verite, ca n'est pas le cas : ces termes vont jouer le role de contretermes supprimant une 



partie des divergences apparaissant par OPE des operateurs factorises par rf 1 dans ( 6.2.3 ). 

Dans le schema de Wilson par exemple, les eventuels contretermes ne participent pas aux 
fonctions beta des couplages car ces derniers dependent directement du cut-off e et doivent 
deja contenir toutes contributions permettant de supprimer toutes les divergences. Si ces contre- 
termes retranchent les divergences, alors cela implique qu'il ne doit pas y avoir de contribution 
correspondante dans l'expression des couplages. Et done les fonctions beta ne sont pas mo- 
difiees. 

Dans le schema minimal se pourrait etre un peu plus ambigue, cependant il faut tenir compte 
du fait que les couplages sont associes aux operateurs de vertex avant integration des champs 
auxiliaires, par consequent tout ce qui apparait via 1' integration de ces derniers n'a pas a etre 
pris en compte dans la definition des couplages. 

Remarquons en outre que le premier terme de chacune des deux dernieres lignes contribue 
a r q ± ipe ±irX de telle sorte que r — > r + 5r ce qui est en accord avec l'effet attendu de la pertur- 
bation 5rDH censee etre un operateur de changement de distance. Ces termes de contact sont 
deja d'ordre 2 dans les perturbations. Par consequent, puisque nous ne nous interessons qu'au 
deuxieme ordre en perturbation dans les fonctions beta nous pouvons les negliger dans la suite. 



L' action que nous allons utiliser maintenant est donnee par (6.2.3 ) sans les termes dependants 
des champs auxiliaires et sans les termes de contact. Soit done en remplacant les fermions de 
bord par les facteurs de CP : 



S = S bulk + a*® l -j (^5rdX + d { 6r (X*dX - V>ty) + ^^{X'X'dX - 2Xtyty)) 



(6.2.5) 



Les OPE importantes sont ici celles des deux tachyons ensemble et celles de chaque tachyon 
avec les divers operateurs associes au champ de distance. Notons d'abord l'OPE des fermions : 



4> + (z)ij-(0) ~ - (6.2.6) 

Elle aura son importance lorsque nous traiterons du cas sous-critique. Les OPE des tachyons 
sont comme suit - nous avons laisse implicite les facteurs de CP : 
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i, + e irX+lujX \z) ■ i>-e- irX ~ wX \w) ~ (z - w)- 2 + ir{z - w)- x dX(w) + ... 

+ ^)e irX+iojX ° (z) ■ ^-e- irX - lujX °(w) ~ , Xl NO + — *— ( irJCdX + ^ip' 

(z — w) 2 z — w V 

+ ^)e irX+lujX ° {z) ■ {X j ^~ + tfj j )e-' irX -' lulX \w) 

~ 7 — ^-tt (X*X j + 2n y> ) + — (lirrfidX + (m*X j '<9X - 2X^^ 
(z — u>) 2 V / z — w \ \ 

~ 7 — — ^ (X^) + — (ir&XidX + 2X i VV~ N ) 
— w) 2 \ / z — w \ / 

X*X^+ + 2XV) e ir * +iojX °(z) ■ (X fc ^~ + V fc )e"^"^ X °(u;) 

~ ? 1 , 9 ( 2 V ki X j + ...)+ (2ir V ki X j dX + ...) 

(z — w) z V / z — w \ J 

(x l X j ?p + + 2X j ^ e irX+iujX °{z) ■ (x k X l ip- + 2XV) e -^-^ x ° 

Urf l Px k + ...) + — Uirrf l X^X k dX + . 
\ J z — w \ 



(z — w) 



Quelques remarques : 



(6.2.7) 



i) Nous avons cache a l'interieur des points de suspension tous les termes proportionnels a 
\n(z—w). Ceux du deuxieme terme participeront aux fonctions beta sous la forme e -1 In e 
et sont proportionnels a des fonctions beta. Tandis que ceux du premier terme donneront 
des divergences en : 

L \nz 1 me 
dz — = -+ + . . . (6.2.8) 

z 2 e e 

aux termes dependants de L pres. Par exemple a la troisieme ligne nous devrions avoir le 
terme complet : 



X' l P + 2r] ij (l -\n(z-w)) 



■ V; - V; -^ h ' (6.2.9) 



(z — w) 

En multipliant par di\ + dj\~ et en comparant au terme de contact de la seconde ligne 
de ( |6.2.4| ) nous retrouvons bien : 



e-^lnediX+d'X- (6.2.10) 

Par consequent, ces deux termes s'annulent ensemble. II en sera de meme pour tous les 
autres termes semblables. 



ii) Dans ( |6.2.7 ) nous avons aussi cache tous les termes qui ont plus de deux indices, par 



exemple X i X^X k ip car ils correspondent a des ordres plus eleves en derivees des champs 
que nous avons ici negliges. 
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Hi) Les termes interessants ici sont ceux dont l'operateur contient OX ou ip. Done les pre- 
miers termes en (z — w)~ 2 ne seront etudies qu'en dernier lieu pour verifier s'ils corres- 
pondent a des contretermes ou s'annulent entre eux. 

iv) Enfin, de meme que dans le developpement bosonique, les termes contenant des champs 
de la coordonnee temporelle tels que 'tp° ou dX° ne seront pas etudies. 

Les OPE entre tachyons et perturbation de distance sont donnes dans les formules suivantes. 
En utilisant <j 3 <j ± = ±a ± et en laissant les facteurs de Chan-Paton implicites tels que dans le 
membre de gauche il faudrait ajouter le prefacteur cr 3 ^® et dans le membre de droite a^® : 



dX(z) ■^e ±,rI±wX >) 



z — w 



(X l dX -^)(z) -t/j 



ij,± | ji\„±irX±iU)X° 



W 



,±„±irX±iu)X° 



Z — W 



ic i ~ (XV ± + ^)e ±irX±iu)X ° (w) + ... 

z — w 



(JFdX - ^){z) ■ (Xty* + 



w) 



T2 

z — w 



ir (pjt^ + 2X i ip j ) + r] ij ip + 



+irX±iu)X° 



(X'dX - V»V)(*) • (x'X 1 ^ + 2X j i[) l ^j e ±irX±lLuX ° 
(PxidX - 2X j iP^)(z) ■ ^^^^(w) ~ 
{frXidX - 2X j ^)(z) ■ (X^ ± + ^')« 



±2 



2 — W 



2rf k X j ^ + ...) e ±irX±iujX ° 



z — w 



(frX'Tp* + 2X j ^ e ±irX±iu}X ° 



+irX±iuoX° 



w) 



±2 

z — w 



(2r} ac X j ip + ...\ e ± irX ±^ x ° 



(X'X'dX - 2X j ^){z) ■ (Px 1 ^ + 2X l i/A e ±irX±iulX0 



w 



±2 



z — w 



47] ad X j X l il) + . . . e 



(6.2.11) 



De nouveau nous avons cache les termes qui ne nous interessent pas. Ainsi, au deuxieme 
ordre en recuperant seulement les termes interessants dans (6.2.7) et (6.2.11) nous avons a 
sommer dans 1' integrate de chemin, apres integration de z > w : 



J dwlp ± e ±irX± U X° {w) 



± 



a" - I die dX 



X ± + (2r5r\ ± + 2d i 5rd i X ± ) In 



5r + 2r (A+A~ + 2d i X + d i X~) In ■ 



+ . . . 



(6.2.12) 



Nous ne nous occupons ici que des couplages X ± et Sr. Les couplages d i X ± et di5r recoivent 
des contributions qui sont les derivees de celles des premiers. II en est de meme pour les derivees 
d'ordres suivants. 



Maintenant, par comparaison aux termes de contact a la troisieme et quatrieme ligne dans ( 6.2.4 ) 
le terme ±2di5rd l X + est exactement compense. Si bien que ce dernier ne doit pas participer a 



172 



Troisieme partie. Section 6.2 



la fonction beta de X ± comme nous l'avons explique. En outre, certains termes brisent la su- 



persymetrie de surface, comme par exemple dans l'avant-derniere ligne de (6.2.11 ) le terme en 
X % ip sans son partenaire ip l - Or, ils apparaissent aussi dans l'expression (6.2.4) des termes de 
contacts, qui suppriment a nouveau ces contributions. II en est de meme pour toutes les contribu- 



tions du premier terme de chaque ligne de (6.2.7 ). En calculant exactement chacun de ceux-ci 



y compris ceux proportionnels a ln(z — w) qui etaient occultes dans les points de suspension, 
nous obtenons apres integration, chacun des contretermes de deuxieme ordre dans les tachyons 
et leur derivees. 

Enfin, d'autres termes brisent la supersymetrie de surface mais n' apparaissent dans aucun 



terme de contact, tels que dans (6.2.7 ) 



2irrf k X^dX ou Airr] u X J X k dX 



(6.2.13) 



Ceux-ci peuvent etre problematiques puisqu'impossible a reabsorber par des redefinitions 
des champs. Bien qu'ils soient nuls apres application de la trace sur le facteur a 3 en se replacant 
dans un contexte plus general d'une amplitude avec des insertions arbitraires alors ils peuvent 
contribuer de fa§on non triviale et effectivement briser la supersymetrie de surface dans 1' am- 
plitude : la symetrie superconforme au niveau des amplitudes n'est done plus garantie. L' unique 
solution est d'imposer l'equation : 



9, 



di\ + d l \- 



di\ + d % \- oc A+A" 



(6.2.14) 



avec A~ = (A + )*. II ne s'agit pas une contrainte extraordinaire. En effet, par exemple 
A+ oc e ±tkiXl la verifie immediatement. On peut cependant s'interroger sur la signification 
physique de cette contrainte qui n'apparait pas specifiquement comme une equation de mouve- 



ment. Compte-tenu de la formule (6.2.12), nous avons : 



P± = (-2r5r - A) A ± 

/3 5r = -A5r - 2r (1 + 2k 2 ) A+A" 



(6.2.15) 



avec k 2 la valeurpropre de — AA + . Par comparaison auxfonctions beta correspondantes (5.2.9) 
dans le cas bosonique, nous obtenons une formule a peine differente. Toutefois, elles ont les 



memes solutions et (6.2.15 ) peut se reecrire sous la forme : 



@8r 



(-2r5r - A) A+ 

-A5r - 2r\ + \- + r (A + AA~ + A"AA+) 



Soit a peu de chose pres et au deuxieme ordre : 



(6.2.16) 



P± = (-2r5r - A) A ± 

fa = -A5r - 2rA + A" + r (A + /3_ + A~/3+) 



(6.2.17) 
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Par consequent, a des fonctions beta pres[^] les equations sont exactement semblables dans 
ce cas et dans le cas bosonique. Maintenant, nous pouvons comme dans le modele bosonique 
imposer un ansatz plus general : 

T - = (rp+y (6.2.18) 

avec u 2 = r 2 — 1/2 telle que la deformation correspondante est marginale. En remarquant 
que seuls les termes croises contribuent aux fonctions beta nous obtenons : 



(3 5r = A5r-2r(|C ( i)| 2 + |C(2)r) 



+ 



/9(i,2) = AC (1 , 2) -2r«JrC(i,2) (6.2.19) 

Elles sont exprimees egalement a des fonctions beta pres. A ce stade les tachyons peuvent 
etre redefinis par une constante dependant de r puisque la distance est constante £ — > 
La forme des equations nous suggere les equations du mouvement suivantes. En notant <p = 
r + 5r et T + = T = (T~)* et en retablissant la covariance : 



2 

5C (\ 



□T + I - - <h 2 \ T 



5T* \2 

812, f 1 

-DT* + [ (f)' z ) T* (6.2.20) 



ST \2 

Comme dans le modele bosonique, il n'existe pas d'action effective correspondant a ces 
equations du mouvement quadratiques. Toutefois, la solution de ces equations a distance constante 
reste compatible avec la solution a distance constante derivee de Taction de Garousi developpee 



a l'ordre quadratique (5.1.6), c'est-a-dire T = 0. En fait, elles peuvent etre reecrites en utilisant 



les equations de T et T* sous la forme : 



!)C UT+(--6 2 \T 



5T* \2 

6 8 c r - -nr - Q - j / (6.2.2D 



La dependance en C(i) et ^(2) dans (|6.2.19[) suggere que les deux solutions ((i)e iUJX ° et 



C(2) e wx sont independantes a cet ordre. Par consequent, pour resoudre les equations (6.2.20) 



il faudrait imposer l'ansatz T = rre*^ 2 ^ qui verifie d a \T\ 2 = 0. Le long de cet ansatz, ces 



equations sont compatibles avec celles derivees depuis Taction quadratique ( |5.1.6 ) : 



7. Soit des termes nuls par relation a des equations du mouvement. 
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^ = -U6-26 \T\ 2 



,)C nT+(--6 2 )I 



S jC ( 1 

— DT* + ( 4> 2 \T* (6.2.22) 



5T* \2 

s A = -nr+(: 

5T \2 

A condition que f(<p) = 2. Ceci indique que Taction de Garousi est valide, au moins a 
l'ordre quadratique, pour tout champ de tachyon dans la phase sur-critique. II faudrait evidemment 



verifier que les modifications des fonctions beta des tachyons dans ( 6.2. 1 9 ) a des ordres superieurs 
sont compatibles avec les non-linearites des equations de Taction Garousi. En particulier, la pro- 
priete d'independance entre les solutions C{i) e%u)X ° et ((2)£~ luJX ° est forte et probablement fausse 
aux ordres superieurs. Toutefois, la facon dont Taction de Garousi a ete derivee et le fait qu'elle 
ai ete verifiee par comparaison a des elements de matrice-S suggere qu'elle doit etre valide 
dans la phase surcritique. C'est ce que nous devrions obtenir en prolongeant Tetude aux ordres 
superieurs. 

6.2.2 Phase sous-critique r < r c 

L' extension du modele off-shell precedent au domaine sous-critique s'inspire de Tetude bo- 



sonique du chapitre precedent, section 6.2 Puisqu'il faut des deformations de bord marginales 



au premier ordre a Taction, Texpression en super-espace doit etre 



S — Si 



bulk 



j dzd6 T+ (d + iSr(X a )DX^ T 



- i j AzAO A + (X i )r + e irX+wX °T + - i j dzd6 \~ {W)r-J-e- trX+ulX0 (6.2.23) 
avec cette fois-ci to 2 = 1/2 — r 2 . Les couplages sont developpes egalement selon : 



r\ r\ j? 

5r(X) = 5r + drfr [x l + iO^J + -^jJL (x'X* + 2%QX i ^ 

r\ r\ a -[- 

A ± (X i ) = A ± + 9 i A ± [x { + Wip^ + — (x'X* + 2idX^ (6.2.24) 



Par comparaison au developpement precedent, il suffit ici de changer ^ ± en ^ = ±irip + 



uip°. Mais (6.2.6) devient maintenant 



4r 2 - 1 

ij + (z)ij~(0) (6.2.25) 

z 

Pour bien clarifier les choses il est preferable d'exprimer les parties "non-contact" et "termes- 
de-contact" de Taction decomposee separement. Pour la premiere, nous avons : 
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iff ' — - -s ~ - — - of)- St * ~ 

S = S^k + a 3 ®-(b UrdX + didr (X l dX - + -^j—(X l X'dX - 2X^V) 

+ cr + <g> j> (^\ + if> + + di\ + (X l ij + + if) + (x'Xty* + 2X j ^ 

+ a-®ji + diX'iX^- + if) + [X'X^- + 2Xty*) 



e irX+wX° 



e -irX+uX° 



(6.2.26) 



Tandis que la partie relevant des termes de contact exclusivement est : 



' contact 



+ e 



1-Ar z 



5r 2 - 2d i 5rd i 5r \ne + ( <9;(<5r 2 ) - Ad^r&d^r lne )X i + didj ^ 6r \ X i X j 



\ + \- - 2di\ + d l \- \ne+ di(\ + \-) - 2d { (dj\-d j \ + ) \ne X* 



+ v + ^ + e irUu ' x0 



+ 7) if) e 



-irX+toX° 



X + 5r - 2d i X + d i Sr Ins + <9,(A+5r) - 29, (d j Srd j X + ) lne r 



A~5r - 2d i \-d i 8r hie + ^(A~5r) - 2$ (djSr&X-) hie \ X i 



(6.2.27) 



Les OPE impliquant le produit de deux tachyons ne peuvent clairement pas donner de terme 
proportionnel a l'operateur dX a cause du facteur e 2ujX ° . D'autant que la dependance UV as- 
sociee sera d'ordre £ 4 (V 2 -r 2 ) — y 0. Par consequent, similairement au cas bosonique, nous ne 
nous interesserons qu'au premier terme du developpement : 
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^ + e irX+ " x °(z) ■ re- ir * + " X \w) = ,! 2 e M °M + . . . 

[z — wp r 

+ ^)e irX+ " x \z) ■ fe- ,r ^ uX >) = ^ 2 ~ l) S e 2 " x \w) + ... 

(z — w) 

+ ^)e irX+U}X ° (z) ■ (X^~ + ^ j )e- irX+ujX °(w) 

[{Ar 2 - l)X l X j + 2rf j ^ e 2ujX °(w) + ... 

(lT)e w °H + ... 
^ e ^+^°( 2 ) . (x^- + ip k )e- trX+ " x °(w) 

+ e M °W + ... 
<) e ir ^ + " x °(^) • + 2X^ fe ) e- irX+u)X \z) 

(4r] ik X j X l + ..^ e M °H + ... 

(6.2.28) 

Tous les termes a plus de deux indices dans les X 1 et les termes proportionnels a In e sont de 
nouveaux caches dans les pointilles. Apres integration ces derniers sont compenses exactement 
par les contretermes. Puis pour les OPE entre le champ de distance et le tachyon nous aurons : 





1 




- u>) 4r2 


x i x j ^p + 


+ 2X j i) 


Ar 2 - 1 


(* 


- w)^ 2 


X i X j ifj + 


+ 2X j tp 




2 


(* 


- w) 4r2 


X i X j if; + 


+ 2X j i) 




2 


(z 


- wY r2 



dXiz) ■ ^e^+^iw) = ^L^ e ±irX+ " x °(w) + ... 

z — w 

dXiz) ■ (X> ± + ^)e ±irX+ujX \w) = ^^(XV ± + ^)e ±irX+ujX \w) + ... 

z — w 

dX(z) ■ (x l X j ^ + 2X j ^ e ±trX+ujX ° (w) = (x l X j ^ + 2X j ^ e ±irX+wX °(w) + . 

(X'dX - tffyiz) ■ ^e ±irX+ulX \w) = ^-{X 1 ^ + ^)e ±irX+u)X °{w) + ... 

z — w 

(PdX - ^){z) ■ (X j ^ + ^ j )e ±irX+U}X °(w) 



=F2ir 



z — w 



e a b±irX + wl { 



( x l x j ij± + i'v 1 ) =f — i> + . 

V / ir 

(X l 8X - ^){z) ■ (x j X k ^ + 2XV') e ±irX+uX °(w) = (•q ik X i $+. . .) e ±irX+ujX ° 

(jCX'dX - 2X j ^)(z) ■ ^e ±irX+ulXi \w) = (x i X j ^ ± + 2X^ 1 ) e ±irX+ujX ° 

z — w V / 

(X l X j dX - 2X j ^)(z) • (X fc ^ ± + ij k )e ±irX+ujX ° (w) = — (2r) ik X j $+. . .) e ±irX+ujX ° 

z — w V / 

{X l X j dX - 2X 3 ij l i>)(z) • (jf'X 1 ^ + 2XV fc ) e ±irX+ujX ° (w) 

— (Ar] ik X j X l $ + ..) e ±irX+u>x " (6.2.29) 



z — w 

Nous obtenons done un certain nombre de termes susceptibles de participer aux fonctions 
beta de mais clairement aucun pour celle de Sr. Nous avons egalement des contraintes afin 
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de garantir la supersymetrie de surface des amplitudes. Ces contraintes sont toutes les derivees 



de l'equation suivante, a cause des termes d'ordre superieur dans (6.2.28) qui sont a peu de 
choses pres les memes que dans le cas surcritique, ce qui explique que nous ne les avons pas 
explicitement ecrits : 



diX+ffX- + (2r 2 - 1) A+A~ 



dA + d l X~ oc A+A" 



(6.2.30) 



Cette equation est bien verifiee par la solution de tachyon roulant par exemple X ± oc e wx 
avec to 2 = 1/2 — r 2 puisque la derivee est uniquement spatiale. En fait, comme precedemment 
cette equation est en general verifiee puisque les solutions les plus evidentes sont du type e lkaXa 
avec k reel ou imaginaire. La contrainte de realite du produit A + A~ suffit alors a extraire toute 
contribution spatiale, de telle sorte que <9j(A + A _ ) = 0. Les fonctions beta des tachyons et de la 
perturbation de distance obtenues sont : 



P± = - (2rSr + A) A ± 

far = -A5r (6.2.31) 
Ce resultat est attendu, car la perturbation en a 3 <g> § dX n'est pas produite par OPE des 



tachyons, ce qui apparait bien dans (6.2.28 ). Ainsi nous obtenons le meme resultat que dans le 
cas bosonique. 

Plafons nous de nouveau le long de l'ansatz general : 



T+ = e trA f C ( i)(XV x + C( 2 )(X>-^ 

T~ = (T+Y (6.2.32) 

Par OPE de ces tachyons, des contributions a la fonction beta de 5r seront produites. Pour 
oj 2 = 1/2 — r 2 nous obtenons : 



fa = -A5r - 2r (C(i)C( 2) + C(2)C(*i)) 

/3(i,2) = AC(i, 2 )-2r5rC(i, 2 ) (6.2.33) 

Elles sont exprimees a des fonctions beta pres comme dans le cas precedent^ et a une 
redefinition du tachyon pres a distance constante ( — > y f(r)(. Cela nous suggere encore les 
equations du mouvement suivantes, en notant = r + 5r et T + = T = (T~)* et en retablissant 
la covariance : 



5C 

5C 
5T* 
5C 
6T 



-□0- 
—DT 

-DT* 



1 



T 



\T\ 



(6.2.34) 



8. Si on tient bien compte de l'expression complete des fermions ip^ 2 j on obtient que le produit intervenant 

est ^(^^(O) - l/z. 
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Naturellement, ces equations ne sont pas compatibles avec celles deduites de Taction de Ga- 



rousi a l'ordre quadratique. En effet, dans la section precedente, les formules (6.2.21 ) et (6.2.22 ) 
etaient compatibles modulo le terme d a d a \T\ 2 qui s'annule le long de l'ansatz e lkaX<1 . En re- 
vanche ici, ce terme ne s'annule pas puisque le terme de melange entre (m et Q 2 ) dans (6.2.33 ) 
suggere que les deux contributions de l'ansatz sont dependantes : l'ansatz n'est pas reductible 
sous la forme e lkaXa et par consequent d a d a \T\ 2 / 0. 

Nous pourrons comparer ces equations a celles derivees a partir d'une action effective ob- 
tenue par comparaison au calcul de la fonction de partition, suivant la methode de Kutasov 
et Niarchos iPTTTl . Nous presenterons dans la section [63] le calcul de la fonction de partition a 
distance fixe. 



6.2.3 Phase critique r = r c 

Le passage de la phase surcritique a la phase sous-critique est discontinue en r = r c , exac- 



tement comme dans le cas bosonique et nous renvoyons a la discussion de la section 5.2.3 



Nous referons cependant le developpement en l'adaptant au modele present. A la distance cri- 
tique, l'operateur de tachyon ±iipe ±lX ^ est marginal et on peut reduire la CFT a c = 1 en 
se debarrassant de la coordonnee temporelle. En revanche, cet operateur n'est pas exactement 
marginal a cause de la fonction beta non nulle de la perturbation de distance. Ceci implique que 
la brane posee a la distance critique est attiree vers le domaine tachyonique. Le long de l'ansatz 
T± = ±A ± (X a )(^/ v / 2)e ± ^/^ les f onct i ons beta sont : 



Psr = a5r - V2\ + \- + ... 

f3± = □A ± - V25r X ± (6.2.35) 

La comparaison de la fonction beta de la perturbation de distance entre les differentes phases 
le long de l'ansatz T = C(i) e%u)X ° + ((2)e~ luJX ° avec u = y/l/2 — r 2 devoile une discontinuite en 
r = 1 / a/2 la distance critique : 

A5r-2r(|C ( i)T+|C(2)r)+... 
-□5r-2|A| 2 

ASr-2r (C(i)C*2) + C(i)C( 2 )) + - • - 

(6.2.36) 

En r = l/y/2 les couplages sont X ± = Qi) + C(2) P ar continuite dans la definition des 
deformations de bord. Ainsi, a l'instar du modele bosonique, la transition surcritique/sous- 
critique est une transition de phase : en omettant le terme cinetique, la fonction beta change 

I 1 2 I 1 2 

de signe, car \C(i)\ + |C(2)| > et C(i)C(2) + C(*)C(2) < 0. La fonction beta en la distance 
critique interpole entre ces deux expressions. 

Cette discontinuite en r = r c exprime egalement le fait qu'une theorie des champs en r = r c 
n'est pas bien definie, parce que d'un cote nous avons une phase stable et de l'autre une phase 



r > 



r < 



1 

71 : 
i 

71 : 
i 

71 : 



far 
far 
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instable. En outre, a propos de la transition sous -critique/critique, d'apres notre etude sur les 
divergences du modele roulant en fonction de la distance, le nombre de contretermes de type 
terme-de-contact a ajouter a Taction de surface tend a exploser en r~ . Ainsi, dans cette limite, la 
theorie est non-renormalisable, mais pas en r = r c comme nous le voyons bien. II s'agirait d'un 
moyen pour le systeme de mener a la discontinuite, ce qui est reminiscent de la limite c — > 1 
dans les theories de Liouville H1031 l38l I1041I . Nous savons par exemple que la continuation 
analytique b — >■ ib (i.e. Q — > ou c — > 1) pour passer de Liouville de genre espace a Liouville 
de genre temps n'est pas tres bien definie. Or notre modele est tres similaire dans la forme a une 
theorie super-Liouville, mis a part les facteurs de CP. En ce sens, la transition b — >■ ib semble 
similaire a la transition to — > (soit c = 2 — > c = 1) dans l'operateur du tachyon sur le bord 

6.3 Fonction de partition on-shell du systeme separe 

En BSFT des cordes ouvertes introduite par Witten H1351 1136H nous avons une relation 
entre Taction de BSFT - sur Tespace des theories des champs - on-shell et la fonction de 
partition calcule sur le disque D 2 qui en theorie supersymetrique apparait etre particulierement 
simple H12Q[r76l[84ll a priori si on suppose que la matiere et les fantomes sont decouples : 

S[^ on } = Z D ^ on ] (6.3.1) 
ou T expression de la fonction de partition est explicitement : 

Z D 2 {<pi n ) = Tr V J [dX] [d^] e ~ S( '« ifc[Gtli "' B ^ > * 1 -^' ^ & v * (6.3.2) 

Dans ce contexte, <p l on est une valeur constante correspondant a un point fixe du groupe de 
renormalisation pour le couplage associe a l'operateur de vertex § V^. L'egalite suggere par ex- 
traction du mode zero des champs bosoniques X a que Ton peut exprimer une densite d' action, 
c'est-a-dire un lagrangien en fonction en la densite de fonction de partition note Z' selon : 

J d^x C[<p\Jx)\ = J d^x Z' D ^Jx)\ (6.3.3) 

Lexpression de ^> l on {x) est simplement donnee par Tidentite ip l on (x a ) = 4> l on (Vi(X a )) avec 
(. . .) le correlateur calcule en theorie libre. Par consequent, si on veut obtenir Taction on-shell 
le long d'un tachyon roulant [17711791 que Ton sait etre une solution des equations du mouvement 
dans le cas d'une seule brane non-BPS ou d'une paire de brane-antibrane separees ou non, il 
faut calculer la fonction de partition sur le disque pour laquelle on ajoute une deformation 
supersymetrique : 



5S= <f T(X°) 
Js 1 



(6.3.4) 
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avec t(x°) = e wx) la forme supposee de la solution de tachyon roulant dans l'espace-cible. 
Sur la paire coi'ncidente, Kutasov et Niarchos [17711 ont pu contraindre suffisamment la forme 
de Taction effective, en imposant que la solution la plus generale possible est T + e x °^ + 
rp- e -x°/Vz_ £ n ou t r e, la fonction de partition est parfaitement connue [79 ] - et aisee a calculer - 
dans ce systeme precis le long du tachyon roulant de demi S-brane e^ . Parce qu'ils n'avaient 
ordre par ordre qu'un seul parametre a fixer, la seule equation ( |6.3.3[ ) suffisait a totalement 
determiner Taction. 

Or pour le cas qui nous interesse - brane-antibrane separees - ce n'est pas du tout suffisant, 
car la solution plus generale n'existe que pour une classe de parametres qui ne permettent pas 
de reduire les degres de liberte de Taction suffisamment. Nous obtenons un systeme clairement 
sous-contraint. En outre, nous allons voir que la fonction de partition est tres compliquee a 
calculer et que nous n'avons pu connaitre pour tout r que les 2 premiers ordre. Nous avons aussi 
obtenu les 5 premiers ordres en une distance particuliere r = 1/2, pour laquelle Tintegrande se 
simplifie significativement. Notons que cette distance est precisement celle a partir de laquelle 
le terme de contact devient important, c'est-a-dire divergent. Neanmoins en cette valeur il est 
fini mais non nul et participe done pleinement au calcul de la fonction de partition. 

Meme si Taction n'est pas contrainte suffisamment par ce biais, il est toujours interessant de 
voir si la fonction de partition est calculable perturbativement et si le developpement converge 
ou non, bien que cela ne soit valable que pour x° — > — oo. 



6.3.1 Rappels sur le systeme et presentation des calculs 

Je souhaite rappeler avant de rentrer plus dans les details de la methode de calcul. Nous 
regardons done un systeme brane-antibrane a distance fixee que nous avons montre etre pour 
tout r une BCFT. Nous devons calculer la fonction de partition pour ce systeme et nous partirons 
de Taction definie sur le super-espace du disque suivante : 



S = S bulk - j T+DT- - i j V ri+wX ° - i j ^_ r - e -^ x ° (6.3.5) 

Ici le tachyon est done choisi on-shell en une distance constante. Dans le bulk le fond est 
trivial, c'est-a-dire que Tespace est plat et que B ab = et $ = constant. Sur le disque unite, 
nous utiliserons que les variables sont z = pe lt avec p < 1 et en particulier sur le bord, done 
le long du cercle unite, nous aurons z = e lt . La formule que nous utilisons pour calculer la 
fonction de partition est done : 



^ 2 [AV] = J [dr + dr-][dx][dx°] e -^ fc ^ r+Dr ^ i ^ 1 ^ + r + ^ x0 -^i ^A-r- e -™° 

(6.3.6) 

avec to 2 = 1/2 — r 2 . Nous avons integre les autres champs X a ^° et champs transverses X*, 
puisque comme nous le disions dans le cas bosonique, ceux-ci n'interagissent pas avec X et X°. 
Nous avons aussi suppose que les fantomes sont decouples et aussi integres. 
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Remarque sur les divergences de Mobius 

Ce dernier point n'est pas completement trivial, car a priori nous devrions avoir des infinites 
de (super-)Mobius SX(2|2,IR) sur le disque qu'il faudrait regulariser et supprimer en fixant 
un certain nombre d'operateurs dans le super-espace. En fait, si on suit Tseytlin H1251 S (8TJ 
[3]| cela est finalement totalement relie au groupe de renormalisation et ce que nous avons vu 
precedemment. En effet, off-shell il n'y a pas de symetrie de Mobius et on-shell pas forcement 
suffisamment d'operateurs a fixer surtout si on calcule une fonction de partition ; l'option qui 
consiste a diviser par le volume du groupe de Mobius peut done amener a obtenir un resultat 
nul. Ce serait un non sens en ce qui concerne la fonction de partition. 

Tseytlin montre qu'en imposant un cut-off UV sur les fonctions de Green, la divergence de 
Mobius est regularised et apparait sous la forme d'une divergence lineaire qui peut eventuellement 
etre reabsorbed, par renormalisation, dans les champs comme nous avons pu voir, ou sim- 
plement soustrait par une sorte de renormalisation-zeta. En supercorde, ce sont les termes de 
contact qui jouent ce role |[55l l4ll et done il n'y aurait pas d'infinites super-mobius [4], e'est-a- 
dire que le volume du groupe serait fini et qu'en ce qui concerne au moins les amplitudes de 
theorie des cordes ouvertes supersymetrique il n'est pas necessaire de fixer la jauge. 

De ce point de vue, il peut etre genant de constater que le tachyon roulant pour une distance 
superieure a r = 1/2 produit des divergences qui ne sont, en l'etat, pas supprimees par des 
termes de contact. C'est ce que nous voyons quand les termes du type e 2nu)X avec n > 2 sont 
divergent. Cependant, cela n'est pas relie au groupe de Mobius dont les divergences restent 
supprimees par les termes de contact proportionnels a l'operateur unite. 

Presentation des calculs 

Nous allons maintenant calculer les premiers ordres de la fonction de partition. Avant cela 
nous allons devoir presenter un certain nombre de regies de calculs diagrammatiques pour traiter 
les contributions des fermions de bord dont les termes de contact. Mais en premier lieu, nous 
allons simplement exprimer la fonction de partition developpee. Elle est : 



z^fAV] = Yl i - / [dr + dr-][dx][dx°] e - 

n=0 U ' 



-s bulk -fr+Dr- 



-A + r + e* rf +J dzdB x - T - e -iri + .xA (637) 
27r J s i 2ir J 

Nous savons que (r ± r ± . . .) n'est non nul que s'il y a un nombre egal de T + et de V . 
Enfin, nous savons que la fonction de correlation est telle que le resultat s'exprime comme 
une somme de termes du type 0(1, 2)6(2, 3) .. . qui ordonnent les fermions selon les schemas 

(H 1 — . . .) ou ( — I h . . .). La fonction 9(1, 2) est l'extension supersymetrique de la 

fonction theta de heaviside sur le bord du disque, e'est-a-dire 6(1, 2) = 6{t\ — t 2 — 6>i6> 2 ) pour 
ti E [0; 27r]. Par anti-symetrie de redefinition des variables d'integration - dans le super-espace 
- nous pouvons ecrire a partir de (|6.1.47[) : 



(r + (l)r - (2) . . . T + (2n - l)r~(2n)) = 2(n!) 2 6(l, 2)9(2, 3) . . . 6(2n - 1, 2n) (6.3.8) 



182 



Troisieme partie. Section 6.3 



On regroupe les mesures d' integration ensemble par commutation de dz { et anti-commutation 
de d6i avec tout T ± . Nous devons done inclure un facteur (—1)" devant la mesure suivante : 



[dt\ n = / n ^ n ®(»*» 1 + x ) < 6 - 3 - 9 ) 



avec la regie d' integration multiple de Fubini-Berezin : 



d0!d0 2 d03 • • • f M f 2(02) fs(0 3 ) ... = J d6 1 frfr) / d0 2 / 2 (0 2 ) / d0 3 fs(e 3 ) (6.3.10) 

Nous avons alors : 

V] = E -Sr 6 '"* /[^ <T + (l)T-(2)T + (3)...> (6.3.11) 

n=0 ' 

avec T ± (i) = A ± e ±M ' x+wX °(^). Le coefficient combinatoire correspond au nombre de facon 



d'avoir dans un correlateur autant de T + que de F a partir du developpement (6.3.7). Le 
correlateur des tachyons n'est pas difficile a calculer en utilisant la regie sur le bord pour X 
Neumann : 



IJje^te)! \ = n \z t - Zj - i^fz^QS^ U\\^\z % )X \ (6.3.12) 

t / i<j<n \ i I 

Pour les impulsions reelles, la regie de conservation de l'impulsion impose techniquement 
^ hi = 0. En revanche, cela n'est pas necessaire si on ne choisit pas d'integrer sur les modes 
zero, comme par exemple le long de la coordonnee temporelle X° ou ici k = —itu est imagi- 
naire pure. Remarquons que le long de la coordonnee duale X, la conservation de l'impulsion 
est immediatement verifiee du fait des contraintes imposees par les correlateurs des fermions de 
bord. Cela implique d'ailleurs que la fonction de partition ne depend que du module carre du 
tachyon - rappelons qu'il faut A + = (A - )* par hermiticite de Taction. De sorte que nous avons : 



(T+(l)T-(2)T + (3e mx ) . . . T~(2n)) 

n 

= (A + A ) I [ \Zzi-\ — %2j-l — iy/ z 2i-l z 2j-1^2i-1^2j-l\ \ z 2i ~ z 2j ~ * y/ z 2i z 2j^2i^2j \ 



l<i<j 

n 



J] \z2i-i- z 2j - i^Z2i-iz 2j e 2i ^e 2j \ l 4r e w (6.3.13) 



en appliquant (X°) = x° et en utilisant to 2 + r 2 = 1/2. Par commodite d'ecriture, nous in- 
troduirons une fonction S(i,j) et une autre S(i,j) symetriques par permutation des arguments, 
telles que sur le disque : 
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S(i,j) = \zi — Zj — iyfz^zljOiOj 



2 sin 



OiQj 



2 sin 



(6.3.14) 



et S(i, j) = 2 sin t - j -^ 2 - . La fonction e(i, j) = e(pi — tj) est la fonction signe que nous avons 
deja introduit, anti-symetrique par permutation des arguments. Pour la fonction S la symetrie 
par permutation des arguments est simplement une symetrie Z 2 sur ti — tj. De sorte que nous 
pouvons ecrire la fonction de partition sous la forme : 

oo „ n n 

Z Z)2 [A ± ,r]=2^(A + A-e W) ) n [dt\ 2n J] S(2i, 2j)S(2i - 1, 2j - 1) x S(2i - 1, 2jf- 

n=0 J l<i<j «J=1 

(6.3.15) 



-4r z 



ou encore : 



Z D 2 [A J 



oo 
n=0 



n n 

[dt\ 2n n x 

i,j=l i,j=l 



l[S(2i-l,2j)- 4r2 (6.3.16) 



Nous allons maintenant voir comment calculer les integrales ou au moins comment les ex- 
primer apres integrations des variables de Grassmann. Nous avons pu calculer les quelques pre- 
miers ordres uniquement pour la distance particuliere r = 1/2, ou Ton voit dans (6.3.15 ) que 



le deuxieme facteur a la puissance 1 — 4r 2 disparait et qu'il ne reste que n7j=i — 1; 2j). 
Malgre cela, a cause de l'ordre d'integration et de la presence de termes de contact dans les 
fonction theta supersymetriques, l'integration n'en est pas beaucoup plus facilite. 



6.3.2 Methode diagrammatique 

Je vais definir une methode diagrammatique pour reduire les integrales sur les variables de 
Grassmann et sur les termes de contact correspondant aux 8(i, j) = 5(U — tj) dans les fonctions 



theta supersymetriques. Je vais done introduire des regies et des symboles. Dans (6.3.15) nous 
avons deux ensembles d'indices. L' ensemble des indices pairs note J et celui des indices impairs 
note K. Nous voyons que la premiere sorte de terme, d'exposant 1 ne melange pas chacun de 
ces deux ensembles tandis que, la deuxieme sorte de terme, d'exposant 1 — 4r 2 melange les 
deux types d'indices. C'est la raison pour laquelle l'integrale est plus complexe que dans le 
cas ou ces termes disparaissent en r = 1/2. Pour simplifier, mais nous verrons que Ton pourra 
facilement generaliser apres, placons nous dans ce cas precis. Alors l'integrale est simplement : 



oo „ n 

Z D2 [A±,l/2] =2j2(^^e x °y /[djk S(2i,2j)S(2i-l,2j-l) (6.3.17) 

n=0 Ki<j 



Deux remarques. Premierement, car nous avons a integrer sur les variables de Grassmann, 
chacune doit apparaitre une et une seule fois. Ensuite, si un terme de contact 5(i,j) et une 
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fonction S(i,j) apparaissent simultanement et contiennent les memes variables l'integrande 
s'annule car S(i, i) = 0. 

Maintenant, voici les regies diagrammatiques : 

• Chaque indice % correspond a un vertex. 

• On separe les indices J des indices K par deux colonnes distinctes. 

• Une ligne nue represente une fonction S(i,j) et une ligne tiretee une fonction Q(i,j). 

• Une ligne tiretee avec une fleche allant de % vers i + 1 represente —5(i, i + 

• Une ligne pleine avec une fleche allant de % vers j < % represente —9i9je(i, j). 

II faut aussi appliquer la contrainte suivante : 

• Tout vertex doit etre pointe par ou doit pointer une et une seule fleche. 

Prenons un exemple avec J = {1, 3, 5} et K = {2, 4, 6}. L'integrale a calculer est explici- 
tement : 

1 = J [dt\ 6 5(1, 3)5(1, 5)5(3, 5)5(2, 4)5(2, 6)5(4, 6) 

= j [d*] 6 [d0] 6 JJ (^(i,i + l)-0ie i+1 5(i,i + l) 

x n (s(2t - 1, 2j - 1) - e(2t - 1, 2j - 1)9^6^) (s(2i, 2j) - e(2i, 2j)9 2i 9 2j 

l<i<j \ / \ 

(6.3.18) 

En developpant et en appliquant les regies precedemment nominees, nous trouverons entre 
autres les deux diagrammes suivant : 




-l) 3 / [dtUd9} 6 9 1 9 2 9 3 9 4 9 5 9 6 5(1, 2)5(3, 4)5(5, 6)6(2, 3)6(4, 5) 

x 5(1, 3)5(1, 5)5(3, 5)5(2, 4)5(2, 6)5(4, 6) 




(-1) 3 J [df] 6 [d0] 6 0i0 3 02040506 8fr 6) 9(1, 2)0(2, 3)0(3, 4)0(4, 5) 

x e(l, 3)5(2, 4) 5(1, 5)5(3, 5)5(2, 6)5(4, 6) 
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En suivant un schema de construction identiques, nous aurons aussi les diagrammes suivant : 




Le developpement en diagramme est clairement plus facile a utiliser et plus pratique en 
terme d'espace sur le papier que le developpement analytique brutal. Nous devons maintenant 
integrer les variables de Grassmann et nous pouvons trouver des equivalent graphiques a appli- 
quer dans les diagrammes. Voici done les regies d'integration : 

• Si deux vertex sont raccordes par une fleche sur une ligne tiretee alors ils sont fusionnes 
et un facteur l/2ir apparait devant l'integrale resultante. 

• Le nombre de lignes nues doit etre conserve. 

• La parite (i.e. ± 1) du diagramme doit le multiplier et est donnee par la parite de reorganisation 
en ordre croissant des paires d'indices connectees par des fleches de lignes pleines - en 
supposant que les indices anticommutent. Par exemple, (35,46) est de parite —1 car il 
faut une seule permutation de 4 et 5 pour avoir (3456). 

• II faut enfin renommer tous les vertex dans l'ordre croissant en suivant le chemin indique 
par les lignes tiretees. La parite doit etre conservee. 

Donnons tout de suite un exemple pour clarifier : 




Parce que (35, 46) — > —(3456), ce diagramme a la parite (—1). II correspond a la reduction 
de l'integrale suivante que nous avons rencontre plus tot : 
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2ir 



J [d*] 5 6(l, 2)0(2, 3)6(3, 4)6(4, 5) e(3, 5)e(4, 6) 5(1, 2)5(1, 3)5(1, 4)5(1, 5) 



2tt 



[dt] 5 e(l, 2)6(2, 3)6(3, 4)6(4, 5) 5(1, 2)5(1, 3)5(1, 4)5(1, 5) 



h I [d > t]s 



i 

2345 



(6.3.19) 

Nous introduisons une forme symbolique, de nouveau pour economiser de l'espace par : 



11,12- ■ -lp 
jlj2 ■■■jn 



p n 



HYlS(i a ,3a) (6-3.20) 

a=l a=l 

Cette forme est completement symetrique par echange des indices surchaque ligne. Mainte- 
nant, appliquons de nouveaux les regies d'integration pour 1' autre diagramme dont nous avions 
donne quelques details : 



1 *- > - » 2 




fusion 




renommage 




Ce diagramme a la parite (+1) puisque qu'aucun indice n'est pointe par une fleche de ligne 
pleine. L'integrale correspondante est la suivante : 



("1) J 



1 



(27T) 



:! , [dt] 3 6(l,2)6(2,3)5(l,2) 2 5(l,3) 2 5(2,3) 2 



1 

23 



2 

13 



3 

12 



(6.3.21) 



Cette integrale est completement symetrique par permutation des variables d'integration. 
Quand un integrande 5(1, 2, 3 . . . , n) est completement symetrique et que l'integrale est or- 
donnee, on peut enlever l'ordre d'integration par l'identite suivante : 



J[dt] n 5(1,2,3..., n) = 5(1,2,3..., n) 

Ainsi, pour celle qui nous interesse, nous aurons : 



(6.3.22) 



[dt] 3 e(l,2)6(2,3) 



1 

23 



2 

13 



3 
12 



(2tt) 3 J 3! 



1 

23 



2 

13 



3 

12 
(6.3.23) 
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Les quatre autres diagrammes sont tres semblables a celui qui donne l'integrale ( |6.3.19[ ). 
En fait, en suivant la methode presentee, on trouve rapidement qu'il s'agit juste de toutes les 
permutations du nombre superieur avec les nombres inferieurs dans la forme symetrique, c'est- 
a-dire pour les cinq diagrammes que Ton somme simplement : 



1 

2^ 



[d*]s 



1 

2345 



2 

1345 



3 

1245 



4 

1235 



5 

1234 



(6.3.24) 



Or nous voyons que l'integrale ci-dessus est completement symetrique par permutation de 
toutes les variables d' integration. Par consequent, nous pouvons la simplifier en utilisant l'iden- 



tite (6.3.22). En outre, une fois l'ordre d'integration retire, on voit que les cinq termes sont 
rigoureusement identiques a une permutation des variables d'integration pres et par consequent 



egaux. Ainsi, l'integrale finale en regroupant toutes les contributions ( |6.3.23[ ) et ( |6.3.24| ) de- 
vient : 



(27T) 



3! 



1 

23 



2 

13 



3 
12 



2tt(5!) 



[dt] t 



1 

2345 



(6.3.25) 



6.3.3 Application au calcul de la fonction de partition en r = 1/2 

Nous pouvons effectivement faire explicitement le calcul en cette valeur de distance car 
l'integrande est significativement simplifie par rapport au calcul en r arbitraire et avec Mathe- 
matica nous avons pu resoudre les integrates jusqu'a l'ordre 8 dans les tachyons. La motiva- 
tion pour ce calcul est de retrouver le developpement d'une fonction connue par identification 
des premiers ordres. Nous verrons cependant que la fonction semble trop compliquee pour etre 
reconnue. Le calcul complet est de la forme : 



Z(x,y) = 2^(A+A^°r I n 

n=0 

Avec l'integrale I n donnee par : 

/n 
[dt\ 2n J] S(2i,2j)S(2i-l,2j-l) 
1 ^A^A 



(6.3.26) 



(6.3.27) 



i<i<i 



Le calcul de I n peut etre simplifie en utilisant la methode diagrammatique, c'est-a-dire en 
ajoutant des fleches sur ce genre de schema, eg. en n = 3 : 



^3 = f[dt\ 6 
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Comme nous venons de voir, nous avons obtenu pour ce diagramme, le resultat 



c\ 

2tt 



[till 
5! 



>12 



1 

2345 
1 



(27T) 



[dt]i 



1 

23 



2 
13 



3 
12 



(6.3.28) 



4!(2tt) 5 (2tt) 3 
16 1 
3^5 ~ 8^ 

Nous avons explicitement ecrit Cf = 5 car le terme combinatoire apparait reellement. En 
effet, il s'agit de choisir un indice dans la ligne superieure de la forme symetrique, parmi 5. II 
est assez facile d'obtenir I 2 : 



Puis h 




h = 



1 

27 



1 

"27 



[dt] 4 



(6.3.29) 



(6.3.30) 



En revanche, le calcul de J 4 est plus complexe, mais par la methode diagrammatique, nous 
obtenons finalement : 



[dt]t 

> 



13 
57 



24 
68 



+ 



1 



[dt\i 



1 



+ 



143 



55 



4! 



[dt]t 
6! 

1 

234 



+ 



13 



1120 144tt 6 192tt 4 480vr 2 



+ 



2 

134 

1001 

"2592tt 6 
3575 



2 
1 

3 

124 



12 
3456 

4 

123 



+ 



175 

432tt 4 
205 



240tt 2 



+ 



+ 



16n 4 



(6.3.31) 



1120 ' 2592tt 6 1728vr 4 32tt 2 16tt 4 
Pour gagner de l'espace nous avons a nouveau introduit une forme symbolique. Ici il s'agit 
d'une forme completement anti- symetrique par permutation de tous les indices : 



ah . 
cd . 




p(a)p{b) 
(c)p(d) 




(6.3.32) 
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pour laquelle nous avons trouve plus pratique d'introduire une troisieme forme anti-symetrique 
par permutation des indices de meme ligne uniquement : 



abc . . . 
def ... 



s(a, b)e(a, c)e(b, c) x . . . x e(d, e)e{d, f)e(e, /) X . . . X 



abc . . . 
def ... 



(6.3.33) 



Plus 1' ordre est grand et plus la formule est compliquee, et cela a cause des multiples 
termes de contact et des ordres d'integration que Ton ne peut pas toujours enlever. Resumons 
les formules obtenues : 



h 



2tt 



(6.3.34) 



(2tt) s 



2! 



[dt]t 



(6.3.35) 



1 

2^ 



[ dt h r S 



i 

2345 



(2tt)* 



3! 



1 

23 



2 

13 



3 
12 



(6.3.36) 



[dt] 8 



(27T) 



13 
57 



[dt], 
4! 



24 
68 

1 

234 



(2tt) 

2 
134 



"6T 62 



12 
3456 



3 

124 



4 

123 



(6.3.37) 



En regroupant tous ces termes et leur valeur numeriques nous obtenons pour la fonction de 
partition a l'ordre (A + A~) 4 : 



Z\x°) = l-\+\-— + ^^e 2 *°[ I 



7T 



7T Z 



7T 



6 



7T" 



128 

3t? 



+ ^L e 4 *° I 1 



7T J 



55 143 13vr 2 tt 4 175 1001 

+ 



12 9vr 2 30 70 27 162vr 



+ 



7T 

15 



(6.3.38) 



avec en rouge les contributions purement non-contact. On reconnait parmi tous ces termes 
un developpement connu : 



-0 n Q 

1 _ A+A-— + (A+A-) 2 e — - A+A- 



3 e 



7T" 



1 + A±Az e *o 



(6.3.39) 
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Or cette somme que nous venons de supposer infinie et exacte Test effectivement, car en 
regardant l'integrale /„ de pres, nous voyons que la contribution ayant le nombre maximal 
de termes de contact (n precisement) est toujours presente et a une forme standard que Ton 
reconnait etre le determinant de Vandermonde [|79l l35l : 



A, 



[dt]nU 



2 sin - 



nl 



(6.3.40) 



Si nous factorisons ce terme, alors nous obtenons un developpement residuel 



1 J_ A+A^O I V 7T 7 6" ' V 3?T 2 6 J V 7T ' 

/205 10487 it 2 A+A-V 4I „ 

que Ton ne reconnait pas provenir d'une fonction connue. Nous ne pouvons pas aller beau- 
coup plus loin dans cette direction. En verite, nous ne croyons pas vraiment interessant de cal- 
culer des termes d'ordre superieurs car ils n'apporteraient pas grand chose du fait que le calcul 
devrait de toute facon etre fait non-perturbativement, dans la mesure ou e x ° croit rapidement. 

6.3.4 Extension de la technique a tout r ^ 1/2 

II n'est pas possible de faire le calcul explicitement pour r / 1/2 mais on peut tout de 
meme exprimer l'integrale. En generalisant la methode diagrammatique, nous avons pu obtenir 
un resultat compact pour la fonction de partition en tout r < r c . En effet, nous avons alors : 

oo „ n 

n=0 i<j 



2^(A + A-) n e 2n ^°/ n (6.3.42) 



n=0 

L' expression generale de l'integrale est 



/n n 
\f\2n n ^ 2 ^ 2x - x > ^ - x ) x n - 2 ^ i_4r2 (6 - 3 - 43) 

l<i<j i,j=l 



avec 



3(i,j) a = S(i,j) a - aeiiJWijr-^^ 

et S(i,j) = |2sin(tj — tj)/2\. Pour generaliser le traitement precedent, il faut modifier un 
tout petit peu les regies diagrammatiques. Premierement, il sera difficile pour des questions 
de clarte de conserver le visuel de l'ordre d'integration - les lignes tiretees. Deuxiemement, 
comme nous l'avons dit pour r ^ 1/2 il existe des termes melangeant les indices des ensembles 
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J et K et done nous devons y faire correspondre des lignes. Puisque nous faisons la difference 
entre les propagateurs d'indice J a indice J (et d'indice K a indice K) et les propagateurs 
d'indice J a indice K (et inversement), nous pourrions conserver le meme visuel pour les deux 
types, soit la ligne pleine. Cependant encore une fois nous risquons d'obtenir des diagrammes 
illisibles. Nous proposons done l'ensemble de regies suivantes : 

• Chaque indice i correspond a un vertex. 

• On separe les indices J des indices K par deux colonnes distinctes. 

• Une ligne pleine reliant % £ J avec i £ J (et idem en remplacant J par K) represente 



• Une ligne pleine reliant i £ J avec i £ K represente —(1 — Ar 2 )e(i,j)S(i,j)~ 4r dfij. 

• Une ligne tiretee reliant % £ J avec i £ K represente —5(i,j)9i9j. 

• Si deux vertex (i, j) d'une meme colonne ne sont pas connectes par une ligne pleine, alors 
le facteur S(i,j) est implicite. 

• Si deux vertex (i, j) de deux colonnes distinctes ne sont pas connectes alors le facteur 
S(i,jy~ 4r2 est implicite. 

• Si deux vertex de deux colonnes distinctes ne sont pas connectes par une ligne ti- 
retee et sont tels que j — % + 1 alors le facteur Q(i, % + 1) est implicite. 

Et une contrainte : 

• Chaque vertex ne peut etre connecte qu'une et une seule fois. 

Or nous voyons tres facilement qu'il est impossible d' avoir simultanement un terme de 
contact S(i,j) et S(i, j) 1 ~ 4r puisque tant que r < 1/2 le terme resultant est nul. Par contre, 
pour r > 1/2 le resultat est infini et nous devrions le regulariser. Techniquement, on sait d'apres 
les calculs que Ton a fait dans le demi-plan complexe que ces divergences ne sont jamais loga- 
rithmiques et les divergences en puissance peuvent etre supprimees en ajoutant des contretermes 
sans consequence pour la nature de la theorie. Nous pourrons done appliquer une continuation 
analytique du cas r < 1/2 vers le domaine r > 1/2. Ainsi, nous nous placons des a present 
dans ce premier cas, et nous pouvons oublier les termes de contact et done les traits tirete. 

A l'ordre 3 par exemple, nous aurons : 



e(i,j)9 i 9 j . 



(-1) 3 / [df] 6 [d0] 6 0i0 3 02040506 ©(1,2)6(2, 3)6(3,4)9(4, 5)6(5, 6) 



1 * 



* 2 



(1 - 4r 2 ) 3 e(l, 2)e(3, 4)e(5, 6) (5(1, 2)S(3, 4)5(5, 6)) 
x 5(1, 3)5(1, 5)5(3, 5)5(2, 4)5(2, 6)5(4, 6) 



-4r 2 



X 



3 » 



* 4 



5 * 



* 6 



(5(1, 4)5(1, 6)5(3, 2)5(3, 6)5(5, 2)5(5, 4)) 



l-4r 2 



X 
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1 ? 

3 
5 



t 2 



i 4 



(-1) y [dt] 6 [d^] 6 ^^ 2 W 6 6(1, 2)0(2, 3)0(3, 4)6(4, 5)6(5, 6) 

x e(l, 3)e(2, 4) (1 - 4r 2 ) £ (5, 6) 5(5, 6)~ 4r2 
x 5(1, 5)5(3, 5)5(2, 6)5(4, 6) 

x (5(1, 2)5(1, 4)5(1, 6)5(3, 2)5(3, 4)5(3, 6)5(5, 2)5(5, 4)) 



1-4H 



Et nous aurons 8 autres diagrammes similaires au dernier explicite ci-dessus et qui corres- 
pondent a choisir toutes les autres positions de la ligne transverse entre J et K. lis sont (Cf ) 2 
en tout. Mais aussi 5 autres diagrammes correspondant aux autres configurations de 3 lignes 
transverses dans le premier exemple. lis sont 3! en tout. Leur contributions sont tres identiques 
a celles obtenues dans les deux exemples. 

L'integration des variables de Grassmann est immediate puisqu'il n'y a pas de termes de 
contact. Par contre, il faut toujours bien faire attention a la parite associee a l'ordre d' integration. 
En etudiant tous ces diagrammes et en observant les diverses symetries de permutation, nous 
obtenons la formule suivante : 



h = 



2\3 



-4r 2 ) 

14 
3625 



[eft] 6 

> 



135 
246 



-Ar z 



12 

3456 



34 
56 



36 
25 



+ ...) -(l-4r 2 ) j[dt] & 



35 
4612 




(6.3.44) 



Les signes de parite sont donnees par l'ordre des paires, e'est-a-dire (12, 36, 45) — > (123456) 
mais (14, 36, 25) — > —(123456). En etudiant les quelques premiers ordres, nous obtenons une 
formule generale : 



(-!)"/[*] 



2n 



135 
246 



2n- 1 

2n 



-Ar z 



(_ 1 )P(l,2...2n) (!_4 r 2)«? 

perm V 



p(l)p(2) 
p(3) p(4) 

p(2n — 1) p(2n) 

(6.3.45) 



avec 



u n P 



n 
2 



I ^(_1)P(2»-1)-P(2i) 



La permutation P est definie de telle sorte que les pairs d'indices (p(2i — \),p(2i)) sont 
ordonnees. II y a (2n — 1)!! telles permutations. Les formes symboliques sont exactement les 
memes que celles que nous avons introduit precedemment, sauf que nous avons generalise la 
forme symetrique telle que : 
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a b 



ef 



c d 




a b 




a b 




c d 






c d 




ef 




ef 



(6.3.46) 



Apres remplacement des formes symboliques par les expressions explicites dans (6.3.45) 
nous obtenons exactement la formule ecrite par Sen dans Q. Donnons maintenant explicite- 
ment les 2 premiers ordres : 



h = ~ (1 - 4r 2 ) J [dt] 2 



(l - 4r 2 ) 

T(2 - 4r 2 ) 
2!r 2 (l -2r 2 ) 



[dt} 2 
2! 



2 sin 



(6.3.47) 



en utilisant la symetrie de permutation pour enlever l'ordre d' integration et la formule de 
Dixon que nous avons deja introduite et qui est sur le cercle 0411 : 



2tt 

[dt] n \\ 



i<j 



2 sin 



H tj 



2-1 



r»(i + 7) 



(6.3.48) 



pour 7 > —1/2. Nous voyons que le resultat (6.3.47) est bien defini pour tout r < l/y/2, 
par consequent et compte-tenu de ce que nous avons dit en debut de section nous pouvons en 
prendre la continuation analytique pour tout r > 1/2. Or en r = 1/2, nous aurons : 



h{r = 1/2) 



r(i) 



2!r 2 (l/2) 



1 

2^ 



(6.3.49) 



qui est precisement le resultat que nous avons obtenu dans la section precedente dans (6.3.38 ) 
Nous voyons done que meme en 1' absence de terme de contact, par continuation nous obtenons 
un resultat equivalent au calcul avec terme de contact. Ainsi, le fait que ce dernier donne une 
contribution finie est tres importante pour assurer la continuite de la fonction de partition - et 
surement aussi des amplitudes en general. On s'en assure en voyant que si nous avions fait une 
continuation de Vintegrande en r = 1/2 a cause du facteur (1 — 4r 2 ) nous obtenions un resultat 
nul et non celui que nous avons la. 



A l'ordre suivant, nous avons : 



/ [<*]< 





-At 2 / 








1 3 


( (l-4r 2 ) 2 


1 2 




1 3 






24 


34 




24 



2\ 2 



(l-4r 2 ) 



1 4 
23 



(6.3.50) 



Tant que r est different de il n'y a pas de symetrie de permutation particuliere et on ne 
peut pas simplifier cette integrale. Nous ne connaissons pas le resultat explicite. Par consequent 
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nous ne pouvons pas faire de continuation analytique depuis r < 1/2 vers r > 1/2. La formule 
de la fonction de partition pour tout r < r c est done au second ordre : 



Z[r, A*] = 2 ( 1 - zTm-X X+X ~ e2 " X ° + ° ((A+A ~ )2 



(6.3.51) 



En r = 1' integrant peut-etre mis sous une forme totalement symetrique et nous obtenons 
la formule connue : 



h{r = 0) = / [dt] 4 



1 2 

34 



1 3 
24 



1 4 
23 



• *P(1) ~ *P(3) * *p(l) ~ *p(4) • <g(2) ~ *p(3) tp( 2 ) ~ tp(4) 
olJ.1 olll olll olll 



4! 



sm 



3-2 4 

3x2! 
4! 



perm P 

E 

perm P 



[dt] 4 . 1 1 



. *p(l) — tp(3) . tp(l) ~ tp(4) . t p (2) — tp(3) . t p (2) — ip(4) 



-t. 



sm 



M — M 



sm 



to ~ U 



3 ''l — ^4 ^2 — "3 

- sm sm sm 



2 

^2 — ^4 



sm 



(6.3.52) 



Avec comme contrainte que la permutation P conserve l'ordre dans chaque paire regroupees 
en (p(l)p(2),p(3)p(4)) et tels que p(l) > p(2) et p(3) > p(4). II y en a (2n — 1)!! avec ici 
n = 2. En seconde ligne, nous voyons que l'integrande est totalement symetrique et que nous 
pouvons done enlever l'ordre d'integration en divisant par 4!. Enfin en troisieme ligne, toutes 
les permutations sont egales apres integration, nous pouvons done n'en conserver qu'un seul 
exemplaire et factoriser par (2n — 1)!! = 3. En avant-derniere ligne, le resultat est connu et 
donne explicitement dans ll35l . Et enfin nous avons applique la formule ||79ll : 



(2n - l)!!n! 
2d 



2 -n 



(6.3.53) 



Nous trouvons que le meme developpement s' applique aux ordres superieurs pour r = et 
que le resultat general est simplement : 



L = 2" 



(6.3.54) 



qui donne apres ressommation de la formule (6.3.42 ) la fonction de partition : 



Z'[\ ± ,r = 0] 



1 + ^ e V2xO 



(6.3.55) 



C'est precisement le resultat standard de la fonction de partition du tachyon roulant sur un 
systeme brane-antibrane coincident [|79l . 
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6.4 Discussion autour de Taction effective quadratique 

Nous pouvons comparer l'approche du groupe de renormalisation a celle qui consiste a 
identifier Taction on-shell a la fonction de partition. L' identification de Taction off-shell a la 
fonction de partition off-shell renormalisee est un peu plus delicate a cause de Tambigui'te dans 
le schema de renormalisation, tandis que Taction on-shell est admise egale a la fonction de 
partition calculee le long de la CFT correspondante. Nous trouvions le long de la solution de 
tachyon roulant e ux ° avec u = a/1/2 — r 2 la - densite de - fonction de partition suivante : 



qui rappelons-le est valable pour tout r < r c . 



6.4.1 L'approche de Kutasov et Niarchos 

Nous allons maintenant presenter succinctement la methode de Kutasov et Niarchos iPTTTl en 
Tappliquant a notre cas. Nous verrons que pour nous elle sera beaucoup moins puissante. L'hy- 
pothese importante qu'ils font consiste a etudier la theorie des champs autour d'une solution 
de tachyon dependant faiblement de Tespace, c'est-a-dire dont les derivees spatiales d'ordre 
superieure ou egal a 2 sont negligeables. Dans cette hypothese^J on peut proposer un ansatz de 
lagrangien : 



C = a - ( r ) (d a Td a T*) m |T| 2(n " m) (6.4.2) 

n=0 m=0 

Dans cette forme les ambigui'tes de redefinition des champs T — > f(T, dT, d^T, . . .) sont 
presque toutes fixees, a part T — > Tf(T 2 ) mais qui est equivalent a une redefinition des coef- 
ficients a™ . Ces coefficients justement dependent de la distance r constante. Le lagrangien 
depend naturellement des modules carres par contrainte de realite et par comparaison a la 

(n) 

fonction de partition. Nous pouvons contraindre les coefficients inconnus a m en imposant aux 
equations du mouvement d'admettre comme solution : 



T = (e wx ° + i^e~" x ° (6.4.3) 

c* 

avec u 2 = 1/2 — r 2 . Nous faisons ce choix parce que nous avons montre dans la section 
precedente qu'a Tordre quadratique au moins, cette expression etait marginale. Nous ferons la 
supposition qu'elle Test a tout ordre bien que cela appelle evidemment une verification rigou- 
reuse. Les equations du mouvement sont donnees pour tout n par : 



9. Notons qu'il y a des arguments |35| qui vont a Fencontre de cette hypothese en particulier parce que les 
termes d'ordres T 2 sont de meme ordre que les termes T 2 le long du tachyon roulant. La validite de cette hy- 
pothese ici tient simplement au fait qu'on veut pouvoir reproduire les elements de matrice-S quadratique dans les 
impulsions dans la limite k l — > 0. Dans cette limite les termes d'ordres superieurs dans les derivees peuvent etre 



supposes reabsorbables par redefinition des champs dans (6.4.2 1 
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n n—1 

= m a^d a [|9 a T| 2(m - 1} d a T |T| 2(ri - m) ] - ^(n - m) \Tf n ~ m -^ T \d a T\ 2m 

m=l m=0 

(6.4.4) 

ainsi que son complexe conjugue. En effet, les coefficients ne doivent pas dependre de T 
done il faut imposer ces equations a chaque ordre n dans les tachyons. Nous allons maintenant 
injecter la solution T. Remarquons tout d'abord que cette solution verifie les equations : 



d a Td a T* + (J -r 2 J \T\ 2 = 
d a d a T+ Q-/)t = (6.4.5) 
Ensuite nous ecrirons par commodite de notation T = T + et T = T_ avec 



T± = Ce" x ° ± i^-e~ ux0 (6.4.6) 
C* 

Remarquons que T + et T_ sont independants parce que ( et A le sont. Maintenant, en utili- 
sant ( |6.4.5[ ) dans ( |6.4.4[ ) le calcul est direct et nous obtenons la formule suivante : 



n 

= — 1)T 2 + (n — m + nm) T^j (6.4.7) 



m=0 



L'independance des deux termes implique qu'il faut resoudre cette equation separement 
pour chacun. Nous obtenons done un systeme de deux equations en utilisant T± ^ : 



^w^al^n-l) = 
^2 u) 2m am^ (n — m + nm) = 



2mJn )( . , „ (6-4.8) 



Ce systeme est clairement sous-determine car nous pouvons reformuler ces deux contraintes 
sous la forme : 



(n — 1) Yl moo 2m al^ 



2m jn) - (6-4-9) 



Nous voudrions reduire a chaque ordre le nombre de degre de liberte a . Or il est clair 
que cela est impossible dans ce systeme pour tout n > 3. Dans l'exemple resolu par Kuta- 
sov et Niarchos en revanche, leur systeme etait completement determine par une recurrence, 
ce qui leur permettait d'exprimer 1' ensemble des coefficients a chaque ordre n en fonction de 
Nous n'avons pas cette chance ici a cause des equations ( 6.2.14 ). Toutefois, nous pouvons 
contraindre les 3 premiers termes de Taction effective puisque pour n < 3 le systeme est soluble 
si bien que nous pourrions obtenir une expression exacte a 1' ordre quartique dans le tachyon. 
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Maintenant, pour determiner les coefficients a ils proposent d'utiliser la formule bien 
connue C on = Z' identifiant le lagrangien on-shell a la densite de fonction de partition cal- 
culee le long d'une CFT. Rappelons que cette formule est justifiee tant qu'on peut faire sens 
d'elements de matrice-S asymptotiquement, c'est-a-dire au moins pour a; — > ±00. Puisque 
nous nous placons tout comme eux le long d'un tachyon roulant qui est asymptotiquement nul 
en x° — > —00 nous n'aurons aucun probleme pour appliquer cette methode a l'ordre quadra- 
tique. 

Dans leur cas, la fonction de partition etant calculable perturbativement a tout ordre dans le 
tachyon, il existait une correspondance ideale entre chaque coefficient et une expression a 
l'ordre |T| 2n dans la fonction de partition. Ainsi, Taction a l'ordre des derivees premieres dans 
le tachyon est totalement determinee. Cette methode est tres interessante et dans leur cas a ete 
tres fructueuse, puisqu'elle leur a permis d'obtenir precisement Taction effective du tachyon 
proposee par Sen, par exemple dans H1141I113I . Mais dans notre cas, 5a ne fonctionne pas parce 
qu'on ne peut pas reduire le nombre de degre de liberte a 1 par ordre dans Tansatz de Taction 
effective de telle sorte que T identification a la fonction de partition ne peut pas determiner 
completement Taction. 

6.4.2 Action effective quadratique 

Nous allons pour notre part, simplement calculer Taction a l'ordre quadratique - bien que 
nous pourrions techniquement pousser jusqu'a l'ordre quartiquep°| Comme nous venons de voir 
a cette ordre Tansatz du lagrangien a l'ordre de la derivee premiere et a distance fixee est : 



C = 4 0) (r) + a [ o'(r) \T\ Z + a\ L> {r)\d a T\ z + ... 



(6.4.10) 



En utilisant le systeme ( 6.4.9[ ) precedent en n = 0, 1, nous trouvons facilement : 



(6.4.11) 



avec et Oq des constantes indeterminees. Nous voulons maintenant comparer Texpres- 



sion de Taction obtenue, on-shell a la fonction de partition (6.4.1 ). En utilisant la solution de 
tachyon roulant simple = X ± e UJX ° et en identifiant en toute generalite T = k(t)T + et 
T* = K,(r)T~ avec /t(r) une constante eventuellement dependante de r on trouve : 



a, 



i {0) 
(i) 



T(2-4r 2 ) 



(6.4.12) 



l — 2K 2 r 2 (l-2r 2 ) 

L' action quadratique a distance constante est done finalement donnee par le lagrangien : 



T(4 4r 2 ) ( (\ _ r , 2 j |r: 2_ J /;) ; ) , 



2K 2 T 2 (2-2r 2 ) \\2 



(6.4.13) 



10. C'est en projet, mais il faudra d'abord resoudre l'integration a l'ordre 4 dans les tachyons pour tout r. 
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Maintenant, nous voudrions ajouter le terme cinetique du champ de distance afin d'obtenir 
une action pour les deux champs. On peut a priori simplement 1' addition, puisque dans la limite 
T — > on sait que Ton doit retrouver le developpement de Taction BI ll8~6lll23H : 



C BI = 2^1 + - A d a <pd-<P ~ 2 + ^d a <pd a tpj (6.4.14) 
ou on a laisse implicite le facteur T p e* constant. En imposant ip = r/2n nous voyons done 



qu'il faut ajouter le terme cinetique d a rd a r/2 a Taction (6.4.13 ). Soit 



f(r) = 



l + \d a rd a r-f(r) 
T(4 - 4r 2 ) 



- r 2 ) ITI 2 - d a Td a T* } + 



Ak 2 T 2 (2 - 2r 2 ) 



(6.4.15) 



Comme on ne connait pas k{t) on peut pour Tinstant conserver f(r) arbitraire. Toutefois, 
nous pouvons determiner exactement cette fonction en derivant les equations du mouvement et 
en imposant que r constant est une solution le long du tachyon : 



T = (e 



r 2„0 



A 



+ 1— e 



(6.4.16) 



A partir de la formule precedente (6.4.15) on trouve que les equations du mouvement sont 
simplement : 



= -Dr - f(r) 

V V z 

= -DT +Q-r 2 )T+ ^ld a rd a T 



- r 2 |T| 2 - d a Td a T* + 2r/(r) \T 



(6.4.17) 



Sachant que toutes les solutions tachyoniques - a Tordre quadratique - pour r constant sont 
telle s que : 



- r 2 ) ITI 2 + d a Td a T* = 



Nous trouvons facilement qu'il faut f'(r) = rf(r) /(1/2 — r 2 ) soit done 



(6.4.18) 



fir) 



C 



(6.4.19) 



avec C une constante indeterminee que Ton peut fixer a C = 1/2 a/2 sans perdre en 
generalite - nous verrons pourquoi cette valeur precisement. Alors Taction effective quadra- 
tique est finalement : 
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Q Td a T * _ _ _ 

2r 2 V V 2 



1 



\T\ 



+ 



et les equations du mouvement qui en derivent sont 



-Or 



2r 2 ) 3 / 2 



d n Td a T* 



-r 2 )\T\ 2 



o = -□:/'+ ( - -r 2 I / 



2r 



2r 2 " 



d n rd a T 



(6.4.20) 



(6.4.21) 



Cette action est valide uniquement pour r < r c . Elle est discontinue en r = r c done n'est 
pas continuable en r > r c , d'autant que y/l — 2r 2 serait alors imaginaire. Cela signale encore 
que le systeme subit une transition de phase a la distance critique. Cette discontinuite permet 
qu'en r > r c Taction de Garousi prenne le relais : nous avons montre qu'elle etait compatible 
avec la physique interne des cordes dans le domaine surcritique. 



Comparaison aux equations du groupe de renormalisation 



La comparaison aux equations obtenues dans la section 6.2 montre qu'il y a compatibi- 
lite entre ces equations et celles que fournissent les fonctions beta, mais en choisissant une 
redefinition de tachyon convenable et a priori uniquement pour r constant. Rappelons ici qu'elles 
etaient : 



SC 
5r 
5C 
5T* 
5C 
5T 



-Or - 



r h(r 



2 v d a Td a T* + y - - / 



r T 



ITI 



-DT* + I g " r 



(6.4.22) 



avec h(r) une fonction de r arbitraire provenant d'une redefinition du tachyon a distance 
constante. En fait, si on etudie plus en detail 1' ensemble des fonctions beta, on peut voir que 
nous aurons aussi celle-ci : 



/W = -2rA(5rA ± ) + . . . 

= Ard,5rd i X ± - 2r\ ± A5r - 2r5rAX ± 



(6.4.23) 



Soit a l'ordre quadratique simplement : 



(3 AX± = ArdiSr&X* + o(A) 



(6.4.24) 



a des facteurs dependant des fonctions beta pres. Puisque r est constant, et que les equations 
du mouvement sont telles qu'il faut que les fonctions beta soient nulles, nous aurions pu done 
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aussi reecrire les fonctions beta ( |6.2.33| ) avant d'en deduire les equations du mouvement sous 
la forme : 

Psr = ~A5r - 2rh(r) (C (1) C( 2) + C(2)C*i)) 
0(1,2) = AC(i,2) - 2r5r C(i, 2 ) + g{r)(3 AQ(ia) 

= AC(i,2) - 2r5r C ( i, 2 ) + 4r<7(r)«9 i 5r<9 i A± + . . . (6.4.25) 

Les expressions de g(r) et h(r) sont arbitrages, de sorte qu'il est possible de les choisir 



telles qu'on retrouve les equations du mouvement (6.4.21 >. 



II y a done un bon accord entre les deux calculs independants. Toutefois, cette etude montre 
que les fonctions beta sont dedicates a utiliser pour deduire des equations du mouvement, car 
elles ne sont connues qu'a des termes proportionnels aux fonctions beta pres. La methode de 
Witten (OSFT) qui rejoint la methode de Tseytlin, semble moins ambigue bien que plus com- 
plexe a utiliser. Nous presenterons des perspectives de recherches dans cette direction pour ce 



systeme en conclusion, dans la partie IV 



Contrainte sur le tachyon d'espace-cible 

Enfin, nous trouvons egalement qu'il faut redefinir le tachyon de Taction effective par un 
facteur «(r) dependant de la distance lorsqu'on l'identifie on-shell a son homologue de surface 
de corde. Ce n'est pas inattendu, puisque la relation entre le champ d'espace-cible et le couplage 
de surface n'est pas necessairement trivial^] Cette constante vaut precisement : 



, , / Vr^2^r(4-4r 2 ) 



= «(r) r ± 

espace-cible 



(6.4.26) 

surface 



Nous voyons done quelque chose d'interessant se produire qui est la suppression du fac- 
teur n(r) a la distance critique r c = l/y/2 done du tachyon K{r)T^. En effet, les arguments 
des fonctions Gamma sont tous bien reguliers et non nuls en r = l/y/2 tandis que le facteur 



i _ r 2 s ' annu i e . Ce n'est pas un resultat si surprenant ou inattendu car nous savons qu'a la 
distance critique il doit se produire un phenomene marquant une discontinuite du point de vue 
d'un tachyon roulant - les fameuses limites r — > r~ et — > r c . D'autant plus que nous ne 
pouvons pas calculer la fonction de partition le long d'un tachyon constant en r = r c sans tenir 
compte aussi de la perturbation de distance Sr. Rappelons que cette perturbation a une fonction 
beta non nulle en cette valeur, proportionnelle a A + A~ . Si bien que le tachyon constant ne definit 
pas une CFT a moins qu'il soit nul ! Cela traduirait bien la rupture de la relation C on = Z' pour 
r et T constants. 



6.4.3 Conclusion et comparaison a Faction effective du systeme coincident 

Nous avons montre qu'il etait possible de contraindre une action effective quadratique, bien 
que nous avons argumente qu'il n'etait pas possible de determiner les ordres superieurs. Nous 



11. Je pense en particulier a la correspondance entre la deformation de demi S-brane et le vide stable en A = 1/2. 



Chapitre 6. Condensation de tachyon en supercorde et systeme brane-antibrane 
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avons obtenu l'expression de Taction en r < r c en imposant a la Kutasov et Niarchos que les 
equations du mouvement admettent les solutions de tachyon roulant. Puis nous avons determine 
les coefficients en comparant a la fonction de partition le long de la CFT du tachyon roulant a 
distance constante que nous avions calculee dans la section precedente. 

Une fois le terme cinetique du champ de distance rehabilite, nous avons vu que nous ne 
pouvions pas, a partir de l'expression de Taction, retrouver exactement les equations du mou- 
vement off-shell que nous avions etabli plus tot par le biais du groupe de renormalisation. Nous 
trouvions cependant qu'elles etaient bien compatibles le long de r constant. 



Nous pouvons maintenant comparer Taction (6.4.20) a celle qu'obtenaient Kutasov et Niar- 
chos dans le cas r = strictement - c'est-a-dire en gelant le champ de distance, ce qui est bien 
sur discutable mais permet d'obtenir une expression exacte pour Taction effective du tachyon 
exclusivement. lis trouvent precisement - a un signe multiplicatif pres : 



C 



1 + 



11*1 



1 + 



\T\ 



d n Td a T* 



2 I 1 - H- + l -d a T8 a T* + ... 



(6.4.27) 



Nous avons bien egalite entre leur formule et la notre, ce qui est somme toute normal par 
continuity de la fonction de partition en r = 0. Nous pourrions suggerer deux formes de type 



TDBI correspondant en developpement a Taction quadratique (6.4.20) : 



drum = \/l + d a rd"r + Vl-2r 



\T\ 2 d a Td a T* 



2v/l-2r 2 



C^DBi = -^5- V 7 ! + davd^r x J 1 + VT^ 1 ^- + d j^ r2 (6-4-28) 

Neanmoins, une rapide etude de Tequation du mouvement de r le long du tachyon roulant 
a r constant montre dans chaque cas que 9a ne fonctionne pas, des Tordre 4 dans les tachyons. 
L' equation du mouvement on- shell est : 



= - |T| 4 + . . . ^ (6.4.29) 

or 2 

Elle ne s'annule que pour r = car les termes d'ordres suivants sont proportionnels a r. 
Ces expressions de lagrangien sont done fausses. Pour Tinstant nous n'avons pas trouve de 
formulations compatibles. Une voie de recherche consisterait a obtenir l'expression exacte non- 
perturbative de la fonction de partition en tout r constant le long du tachyon roulant, mais le 
calcul semble dans Timmediat et a court terme, hors de portee. Une autre option, dont nous 
parlerons plus longuement en conclusion, consisterait a etudier le modele sigma off-shell com- 
pose d'un tachyon constant, en suivant la methode de OSFT de Witten H1361 11351 15T1I . Pour 
Tinstant cette methode a surtout ete appliquee en theorie bosonique. Puisque les physiques des 



202 



Troisieme partie. Section 6.4 



systemes de branes bosoniques separates et de brane-antibrane separees sont similaires, 1' etude 
du systeme bosonique reste prometteuse. Nous verrons en conclusion l'existence d'une relation 
entre le modele bosonique et le modele de Kondo. 



Quatrieme partie 
Conclusion et perspectives 
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Au cours de cette these, nous avons demontre que le tachyon roulant du secteur interbranaire 
(anti-diagonal) <j ± e U (2) dans le systeme d'une brane et d'une antibrane paralleles et separees 
en theorie de type IIA ou IIB, est une solution des equations du mouvement de la theorie des 
champs de cordes dans X ensemble du domaine tachyonique £ < £ c avec i c = ny/2a'. Le 
modele sigma incluant l'operateur de vertex de ce tachyon roulant constitue ainsi une theorie des 
champs conforme. Nous nous sommes interesses aussi au modele bosonique correspondant qui 
non seulement admet un tachyon interbranaire dans son spectre de corde ouverte mais contient 
aussi des tachyons heberges sur chaque brane, c'est-a-dire dans les secteurs diagonaux <x ' 3 e 
U(2). 

Dans le premier cas, nous avons montre que les resonances entre les operateurs de tachyons 
roulants a ± <g> ^ ± eV /l /2-r 2 x°±irX ayec r = et p operateur a o e 2ny/i/2-^x° n ' enga . 

geaient aucune divergence logarithmique a l'ordre 2 et 4 dans les tachyons, c'est-a-dire pour 
tout r < \/Tf/6. En identifiant le mecanisme d'annulation de ces divergences au role de la 
supersymetrie, nous en avons deduit que cela devait s'appliquer a tout ordre et a toute distance. 
Nous avons vu que les divergences logarithmiques etaient la cause de la perte de marginalite 
en contribuant a l'expression des fonctions beta des couplages associes aux operateurs produit 
par resonance. L' absence des divergences logarithmiques nous a ainsi permis de conclure a la 
marginalite exacte du modele de tachyon roulant dans le systeme brane- antibrane. Nous nous 
attendions a ce comportement par absence de raisons physiques justifiant le contraire. 

Dans le second cas, nous avons vu en revanche que les resonances entre les tachyons rou- 
lants a ± <g) e ^ 1 -r 2 x°±irx et i' p^ ra teur a ® e Wi-r 2 x° f a i sa i en t intervenir des divergences 
logarithmiques - non supprimees - au moins a l'ordre 2 pour tout r > r c / y/2. Nous en avons 
deduit que les contributions correspondantes dans les fonctions beta du champ de tachyon du 
secteur a mettaient en valeur l'existence d'un couplage physique non nul dans Taction effective 
du systeme entre ce tachyon et celui du secteur interbranaire. 

Ainsi, dans un cas nous obtenons une suppression des divergences logarithmiques grace 
a la supersymetrie, et dans l'autre cas, il n'existe aucune supersymetrie et ces divergences ne 
s'annulent pas. Dans le premier il n'y a aucune raison physique qui justifierait la presence de 
divergences logarithmiques a cause de la supersymetrie et de la projection GSO qui supprime le 
mode tachyonique des secteurs diagonaux. Mais dans le second, puisque le tachyon du secteur 
(j est une excitation physique dans le modele bosonique, nous avons une raison physique pour 
expliquer la presence de divergences logarithmiques. 

Dans le systeme brane-antibrane, nous avons aussi mis en valeur l'existence de termes de 
contact. Ces derniers apparaissent naturellement en exprimant Taction de surface de corde de 
facon manifestement supersymetrique dans le super-espace en introduisant des fermions de 
bord, puis en decomposant cette action et en integrant sur les variables de Grassmann. Nous 
avons montre que ces termes de contact jouaient le role de contretermes et permettaient de sup- 
primer un grand nombre de divergences en puissance du cut-off UV e dans les amplitudes, ou au 
moins dans la fonction de partition sur le disque. Ce comportement releve d'une theorie mani- 
festement supersymetrique. Or les resultats precedents ont montre que les divergences en puis- 
sance n'etaient pas toutes supprimees et qu'il restait des divergences residuelles. Nous avons 
identifiees qu'elles etaient otables par des termes de contact d'ordre superieur et nous avons 
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done propose de corriger Taction supersymetrique des fermions de bord en consequence, par 
l'ajout de termes d' interaction a 4 points et plus. 

A distance t < £ c le nombre de termes divergents a tout ordre est fini. En effet, a dis- 
tance £ pour une fonction a 2iV-points des tachyons la "divergence" residuelle est du type 

£ 47v 2 (i/2-r 2 )-i q e 27v v /i/2-r2xo pQur tQut jy < 1/(2 - 4r 2 ). Ainsi, le nombre de contretermes 

a ajouter dans Taction est fini et la theorie renormalisable. Puisqu'il s'agit de divergences de 
puissance, la theorie reste en outre exactement marginale. Cependant dans la limite r — > r c le 
nombre de divergences residuelles tend vers Tinfini. Ainsi la limite r — > r~ ne definit pas une 
theorie renormalisable. La valeur r c est, aussi en ce sens, une distance critique. Nous identifions 
ce comportement a la perte de marginalite du tachyon roulant en r = r c a cause d'une resonance 
non nulle avec le champ de distance cr 3 eg) .DX. Cela pourrait etre du a la transition d'une theorie 
interactive c = 2 a une theorie interactive c = 1 par comparaison au comportement des theories 
Liouville dans la limite c — > 1 . 

Notre etude a porte ensuite sur le groupe de renormalisation du modele sigma perturbe au- 
tour de la deformation marginale du tachyon roulant dans le cas bosonique et dans le cas brane- 
antibrane. D'abord en theorie bosonique, nous avons insere sur le bord la deformation corres- 
pondante a une perturbation de distance Sr(X a ) et nous avons suppose que le tachyon lui-meme 
etait une perturbation A ± (X a ). Pour etudier le groupe de renormalisation de ces perturbations 
et obtenir des contraintes physiques sur leur dynamique respective, nous avons developpe ces 
fonctions des champs X en decomposant ces derniers en mode zero et modes d' oscillations 
X = x + X. Nous obtenions alors des perturbations relevantes autour des deformations mar- 
ginales. De ce fait, les fonctions beta obtenues pour les couplages 5r(x) et X ± (x) ne pouvaient 
recevoir de contributions que via des resonances, done des termes logarithmiques et universels, 
e'est-a-dire independant des schemas de renormalisation. Nous avons justifie dans cette me- 
sure T interpretation de ces fonctions beta en tant qu'equations du mouvement. Leur expression 
obtenue est non triviale et prend son origine dans Texistence d'une solution de type S-brane 
complete a Tordre quadratique. En Tetat, ces equations ne permettent pas d'exprimer une ac- 
tion effective dont elles derivent, a moins de redefinir les champs ou les fonctions beta par des 
termes constants ou proportionnels a d'autres fonctions beta, ce que nous voyons concretement 
dans la section [674l 

Dans le modele brane-antibrane, nous avons exprime une theorie equivalente, manifeste- 
ment supersymetrique sur le super-espace de la surface de corde, puisque nous avions vu Tim- 
portance que revetaient les termes de contact dans Textraction des divergences. Les pertur- 
bations ont done ete exprimees dans le super-espace, et autour des deformations marginales, 
par 5r(X a ) et A ± (X a ). Apres decomposition des superchamps, e'est-a-dire developpement par 
X = x + X et integration des champs auxiliaires, nous avons obtenu divers termes de contact 
et des expressions non triviales des operateurs relevants couples aux champs et leurs derives. 
Nous avons obtenu la suppression d'un certain nombre de divergences logarithmiques grace 
aux termes de contact. Neanmoins a partir de termes logarithmiques residuels nous avons de 
nouveau calcule des fonctions beta non triviales pour les couplages 5r(x) et X ± (x) puis des ex- 
pressions pour les equations du mouvement correspondantes. Leurs expressions sont tres sem- 
blables a celles du modele bosonique, indiquant que la physique entre ces deux systemes est 
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tres similaire, sauf dans le domaine t > £ c / a/2 car dans le modele bosonique le couplage du 
tachyon interbranaire au tachyon du secteur a ' 3 y est effectif. 

De meme que dans le cas bosonique, les formules nai'ves des equations du mouvement ob- 
tenues a partir des fonctions beta ne sont pas compatibles avec une action effective. Toutefois, 
la comparaison de ces equations a celles derivees de Taction effective quadratique obtenue dans 



la section 6.4 associee a une analyse attentive des fonctions beta, montre qu'en ajoutant a leurs 
expressions des termes proportionnels aux fonctions beta et en redefinissant certains champs, 
nous pouvons en realite en deriver des equations de mouvement compatibles avec une action 
effective. 



Dans la section 6.4 nous avons utilise la methode proposee par Kutasov et Niarchos afin 
de calculer exactement Taction effective a Tordre quadratique. lis proposent de contraindre un 
ansatz d' action effective a Tordre des derivees premieres - ce qui est justifie le long de tachyons 
de type quasi-homogenes, c'est-a-dire tant que leurs oscillations spatiales sont de grandes lon- 
gueurs d'onde - en imposant que ses equations du mouvement admettent la solution de S-brane 
complete. Cela permet de reduire considerablement, au moins dans leur modele, le nombre de 
degres de liberte de T ansatz — en T occurence a un par ordre dans le tachyon. Par comparaison 
a Texpression de la fonction de partition sur le disque, le long de la solution de demi S-brane, 
en utilisant Tidentite S^n-sheii = Z Tansatz est alors completement contraint et Taction effective 
totalement determinee. L' action obtenue par cette methode est au moins valable autour de cette 
solution. 



Nous avons cependant montre que dans le systeme brane-antibrane separe, il n'est pas 
possible de determiner entierement un ansatz d' action par cette methode. En effet, la forme 
specifique de la solution de S-brane complete dans ce cas precis ne permet d'exprimer qu'un 
systeme d'equations sous-determine pour Tansatz. Par consequent, nous ne pouvons pas reduire 
son nombre de degres de liberte aussi significativement que dans le systeme etudie par Kuta- 
sov et Niarchos. Alors, Taction effective ne peut pas etre totalement determinee par la formule 
•Son-sheii = Z. Neanmoins, nous avons la possibilite de calculer exactement une action a Tordre 
quartique dans le tachyon. En effet, le nombre de degre de liberte par ordre dans le tachyon 
etant alors reduit a un, nous pouvons les contraindre par la formule ci-dessus et obtenir une 
expression quartique pour Taction effective du systeme brane-antibrane. 



Par ailleurs, nous avons exprime la fonction de partition sur le disque le long du tachyon 
roulant. Nous avons developpe une methode diagrammatique afin de traiter analytiquement les 
integrandes et reduire Tintegrale de chemin definie dans le super-espace a une integrate de 
chemin definie sur le disque. L' expression finale que nous obtenons pour tout r < r c est telle 
que le calcul analytique de Tintegrale a tout ordre est hors de portee. Nous avons cependant 
pu calculer la densite de fonction de partition, notee Z', a Tordre 8 dans les tachyons pour la 
distance r = r c /V2. Nous esperions obtenir une expression connue du developpement, mais 
les resultats ordre par ordre semblent se complexifier a mesure que Tordre augmente. Nous ne 
reconnaissons aucune serie connue dans sa formule : 
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Nous avons aussi pu calculer exactement l'ordre quadratique ce qui nous a permis de determiner 
au moins une action effective a l'ordre quadratique par la methode presentee ci-dessus. L' ex- 
pression de Taction effective a l'ordre quadratique pour le tachyon et la distance est : 



C 



1 + %-d a rd a r + , 1 ( d a Td a T* - ( l - - r 2 ) \T\ 2 ) 



2 2y/l ~ 2r 2 V \2 



(IV.2) 



Cette expression comme celle de Taction obtenue par Kutasov et Niarchos n'est valable 
que le long de la solution de reference. Done son domaine de validite concerne les perturba- 
tions des champs autour du tachyon roulant a distance constante. Cette expression est nettement 
differente de celle correspondant au developpement quadratique de Taction de Garousi. Ce qui 
n'est pas surprenant, puisque nous argumentons en introduction que Taction de Garousi n'est 
a priori valable que pour des tachyons de genre espace, e'est-a-dire non dynamique. En outre, 
Taction de Garousi n'admet pas de solution de tachyon roulant a distance constante comme 
nous T avons demontre. 



Comme nous le disons plus haut, la derivation des equations du mouvement a partir de (IV.2 ) 
a montre apres une analyse attentive que les equations obtenues par le biais du groupe de renor- 
malisation etaient compatibles avec cette action. L' absence a premier abord d'un terme d' inter- 
action entre la derivee du tachyon et la derivee du champ de distance rendait la correspondance 
impossible. Toutefois nous avons pu identifier ce terme a une contribution proportionnelle a la 
fonction beta de AA 1 *" a l'ordre quadratique. Or nous savons que les fonctions beta sont soumises 
a cette ambigu'ite fl 12211 lorsque nous voulons les interpreter en tant qu'equations du mouvement. 
La compatibilite entre ces deux developpements semble done plutot correcte. Par consequent, la 
formule de Taction quadratique que nous avons derivee est en accord avec la physique interne 
des cordes dans le fond de champs off-shell. 

Le schema final concernant les actions effectives le long des differentes phases du champ bi- 
fondamental interbranaire semble privilegier la distribution suivante : (1) dans la phase surcri- 
tique r > V2r c la physique du systeme est dominee par T attraction coulombienne resultant de 
Techange de cordes fermees entre les deux branes ; (2) dans la phase surcritique y/2r c > r > r c 
le systeme est decrit par Taction de Garousi et le potentiel est a l'ordre d'une boucle attractif 
et de type Coleman-Weinberg ; (3) dans la phase critique elle-meme la definition d'une theorie 
des champs semble non pertinente etant donne Tinstabilite du systeme en cette position ; et (4) 
dans la phase sous-critique, la physique est decrite par une action dont le developpement qua- 



dratique en de faibles valeurs de tachyon est (IV.2 ) du moins autour d'un mode de condensation 



a distance constante et dependant du temps de type tachyon roulant. Dans cette phase, Taction 
de Garousi est probablement pertinente en ce qui concerne la description des modes de conden- 
sation de genre espace uniquement - tels que ressaut ou vortex. 
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En demontrant la marginalite exacte du modele de tachyon roulant a distance constante, la 
voie a 1' etude de la condensation en elle-meme et de la determination de son issue est ouverte. 
La question importante concerne en particulier la nature du vide de condensation : s'il existe 
bel et bien, est-il stable ou instable ? Un vide etant simplement une configuration de l'espace- 
temps, par exemple, la solution de ressaut dans le systeme brane-antibrane coincident est un 
vide, certes dependant des coordonnees d'espace, mais instable car consiste en une brane non- 
BPS de co-dimension 1. A l'inverse, la solution de vortex dans ce meme systeme est un vide 
stable car il consiste en une brane BPS de co-dimension 2. De meme le vide global de conden- 
sation, c'est-a-dire celui minimisant le potentiel du tachyon qui peut etre considere globalement 
constant, est soit stable soit instable mais constitue neanmoins dans chaque cas une issue de 
condensation pour le tachyon. Le calcul exact de la fonction de partition le long du tachyon 
roulant devrait donner cette information, comme dans H113I et permettre de determiner l'etat 
de bord du systeme brane-antibrane condensant. Si le vide final est un vide de corde fermee, 
alors dans la limite x° — > oo l'etat de bord de la brane doit s'annuler. D'apres les etudes de 
Sen [111 3B et de Lambert [78J dans ce cas, la condensation est accompagnee d'une evaporation 
de la brane en corde fermee et a un confinement des flux electriques le long de chaque brane 
transformant les cordes ouvertes interbranaires en cordes fermees contraintes a circuler dans 
l'espace delimite par les deux branes. Cela reste coherent car la separation est de l'ordre de la 
longueur de corde. Toutefois nous avons vu que le calcul perturbatif de la fonction de partition 
le long du tachyon roulant est tres complexe et est pour l'instant inconnu. De plus il est fort 
probable que l'expression perturbative complete soit difficile a resommer en une forme com- 
pacte. Dans cette direction, il faudrait done idealement concentrer les recherches vers un calcul 
non-perturbatif de la fonction de partition. 



anti-Dp 




Une autre direction de recherche, que 
nous explorons actuellement, consiste en la 
construction d'un modele de condensation 
equivalent a celui du systeme separe. L'uti- 
lisation d'une des nombreuses dualites de 
la theorie des cordes pourrait egalement se 
reveler utile. L'avancement actuel de nos 
recherches dans cette voie est le suivant. 
L'etablissement de l'universalite du poten- 
tiel de tachyon par Sen dans H111H suggere 
que Tissue de condensation du tachyon inter- 
branaire dans le systeme brane-antibrane ne 
depend pas non plus de la geometrie dans la- 
quelle le systeme est insere. En particulier, 
il peut etre etudie dans un espace compact. 
Ainsi, nous pouvons etudier la configuration 
representee dans la figure (6.1 ) : une brane et une antibrane diametralement separees dans une 
direction compacte de rayon R. La distance separant les branes est £ = ttR. Le systeme ad- 
met de nouveaux deux secteurs interbranaires, represented par les facteurs de Chan-Paton a + et 
. Pour R < y/2 il existe deux tachyons complexes a priori independants correspondant aux 



FIGURE 6.1 - Systeme Dp — Dp diametralement 
separe le long d'une direction compacte en forme de 
cercle 5 1 de rayon R. Les cordes ouvertes interbra- 
naires se separent en deux secteurs et en deux en- 
sembles independants droit (en vert) et gauche (en 
rouge). 
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cordes du cote droit et a celles du cote gauche. Nous parlerions de tachyons droit et gauche, 
mais sans rapport avec une quelconque notion de chiralite. 

En presence de tachyons gauches et droits constants et egaux, le systeme est geometriquement 
stable, c'est-a-dire que les branes restent en leur localisations respectives. Cette derniere confi- 
guration est interessante car elle ouvre la possibility d'etudier le potentiel effectif du tachyon a 
distance constante, celui auquel nous nous interessons pour connaitre Tissue de condensation 
du systeme separe en espace plat. En effet, cela reste a prouver, et ce serait un point majeur 
dans cette etude, mais nous pourrions conjecturer que le potentiel du tachyon interbranaire en 
systeme compact soit egal - ou au moins equivalent - a celui du tachyon interbranaire en es- 
pace plat. Pour le moins, le produit de condensation devrait etre semblable : la topologie de 
l'espace n'est pas pertinente en ce qui concerne un phenomene local. En effet, un voisinage de 
S 1 contenant la brane et l'antibrane, par exemple le cote droit, ne contient qu'un seul tachyon 
complexe. L' existence de 1' autre tachyon - suppose egal au premier - contenu dans le voisinage 
complementaire de gauche permet de conserver la stabilite geometrique du systeme mais il ne 
devrait pas influencer la nature du produit local de condensation. 

Or, nous pouvons identifier ce produit qui constitue pour un tachyon constant le vide de 
condensation. En R = y/2 la deformation de bord associee a un tachyon interbranaire constant 
et pour lequel le systeme est geometriquement stable est la suivante : 



5S= \ <g> & -= cos -= (IV.3) 




Nous avons note X la dimension compacte. Du point de vue de la fonction de partition sur 
le disque et a cause des facteurs de CP, cette deformation est equivalente a : 

8S =\\\ a 1 ® j ^=cos-j= (IV.4) 

Elle correspond exactement - a une T-dualite et des fermions pres - a celle etudiee par 
Sen f 1081 1 1 1 311 dans le systeme bosonique brane-brane co'incidentes. Pour le cas des super- 
cordes, Sen a determine la theorie conforme associee a la solution de ressaut H105II puis Majum- 
der et Sen ont etudie la deformation associee a la formation d'un vortex [82J. La deformation 



(IV.4) est exactement marginale pour tout A. Une T-dualite transforme R — > 1/Ret (X,ijj) — > 
(X, de sorte que la deformation T-dual represente la formation d'un ressaut par condensa- 
tion de tachyon sur un systeme D(p + 1) — D(p + 1) coincident enroule autour de la dimension 
compacte de rayon R = 1/ y/2. Pour |A| = 1/2 le ressaut prend la forme concrete d'une brane 



non-BPS localisee en x = irR. Par T-dualite inverse, la theorie de surface deformee par (IV.4) 
en | A| = 1/2 devrait done decrire une D(p + 1) -brane non BPS enroulee autour de la dimension 
compacte. 

En outre, nous pouvons generaliser cette construction pour tout R < y/2 : Sen montre, dans 
le cas bosonique H108H et dans le cas D — D H105II que le ressaut est identifie a une brane de 
codimension 1 pour tout R tant que | A| = 1/2. Ceci implique que la deformation 
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est exactement marginale pour tout R < y/2. Par consequent, le fond constant |A| = 1/2 est 
une solution des equations de la SFT : il s'agit done d'un minimum du potentiel tachyonique, ce 
qui s'appelle un vide. II consiste en une D(p + l)-brane non BPS enroulee autour de la direction 



compacte - voir figure (6.2). Cela implique qu'en condensant, le tachyon se rassemble en une 



matiere branaire pour recomposer cette brane non-BPS. 



T = 



1/2 




anti-Dp 




T-duality 

D(p+1) - anti-D(p+l) 



non-BPS D(p+1) 




FIGURE 6.2 - Condensation du tachyon interbranaire dans le systeme Dp — Dp diametralement separe, 
par T-dualite avec la solution de ressaut dans le systeme D(p + 1) — D(p+1) coincident. 

D'apres Sen, le potentiel du tachyon doit s'ecrire sous la forme V(T) = 2T p f(T) avec / 
une fonction decroissante interpolant entre les valeurs extremes determinees par la composition 
de l'espace-cible en ces points. Ici, parce que la brane creee est de dimension superieure a la 
brane initiale, nous avons la contrainte : 



V(l/2)= dxy/2T p+1 = y/2RT p (IV.6) 
Jo 

Par consequent, les valeurs extremes de / sont /(0) = 1 et /(1/2) = R/ a/2. Pour R = y/2 
le potentiel est bien plat, ce qui est compatible avec un "tachyon" non-massif. Pour R < y/2 le 
potentiel est decroissant mais la valeur extreme en T = 1/2 est non nulle a la difference du cas 
coincident, et est determinee par la distance separant initialement les branes I = irR. 

Neanmoins, une brane non-BPS dans cette geometrie n'est pas stable puisqu'elle admet un 
tachyon dans le spectre de ses excitations de cordes ouvertes. Ainsi, le vide |A| = 1/2 est en 
verite instable et le tachyon de la brane non-BPS est appele a condenser, temporellement ou 
sous la forme d'un ressaut. Ce dernier mode de condensation est equivalent a la formation d'un 
vortex - une Dp-bmne. BPS - directement depuis le systeme T-dual de la paire brane-antibrane 



separee. II est represente sur la figure (6.3 ). 



Ce developpement suggere que le systeme Dp — Dp separe par la distance £ dans la limite 
de decompactification tend, par condensation, vers un vide compose d'une matiere branaire 



non-BPS et instable remplissant l'espace delimite par les deux branes - voir figure (6.4). 
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FIGURE 6.3 - Condensation du tachyon dans le systeme brane-antibrane separee, par formation d'un 
vortex dans le systeme T-dual. 

Cette matiere est instable pour deux rai- 
sons, d'abord intrinsequement a cause du ta- 
chyon de corde ouverte contenu dans le vo- 
lume d'univers d'une brane non-BPS et en- 
suite geometriquement a cause de la ten- 
sion non nulle de l'objet qui tend a reduire 
l'epaisseur du systeme. II faudrait etudier 
les constantes de temps associees a ces 
deux effets pour determiner lequel est domi- 
nant. 

Le passage du systeme compact au 
systeme decompactifie n'est pas trivial et il 
s'agit d'un des points importants a developper 
dans cette direction de recherche. Une confir- 
mation directe serait apportee par le calcul du potentiel associe a un seul des tachyons droit ou 
gauche dont la deformation de bord serait de la forme : 

5S = *+®\f - a~ ®\* j) ^e~^ (IV.7) 

Cela pourrait etre effectue en utilisant la relation de ce modele sigma avec le modele de 
Kondo - que nous presentons plus bas. Neanmoins, la distinction geometrique nette entre les 
tachyons droit et gauche suggere tres fortement que la valeur |A| = 1/2 pour chacun de ces 
tachyons correspond a un vide dans lequel chaque tachyon s'agrege sous la forme d'une matiere 
branaire. 

A premiere vue, nous pourrions opposer a ce raisonnement que la fonction beta du champ 
de tachyon interbranaire constant est possiblement non nulle. En effet, i) l'operateur de vertex 
e irx n ' est p as marginal et ii) des termes supplementaires en | A| 2n devraient y etre ajoute a cause 
de la divergence des OPE du type (^pe lv * ■ ipe~ zr ^ . Par consequent, le modele sigma corres- 
pondant n'est a priori pas une CFT, de sorte que le fond constant |A| = 1/2 n'est a priori pas 




FIGURE 6.4 - Systeme Dp — Dp separe le long 
d'une direction X tranverse. Le produit de conden- 
sation serait une matiere branaire non BPS et in- 
stable remplissant l'espace delimite par la surface 
des deux branes. II est represente ici en rouge. 
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un vide de la theorie. Toutefois, la formule finale de cette fonction beta pourrait aussi bien se 
ressommer non-perturbativement en une fonction <?(|A|) nulle en |A| = 1/2. L' analyse de la 
relation de ce modele sigma au modele Kondo pourrait fournir des reponses. 

Nous conclurons en presentant les similitudes que revetent les modeles de tachyon du 
secteur interbranaire et les modeles de Kondo bosoniques - et par consequent aussi super- 
symetriques. Le modele de Kondo est defini par l'hamiltonien suivant [80j sur le demi-plan 
complexe avec z = x + iy : 



H 



K 



+00 



dx {{d x ct)f + (d y <j)) 2 ) + tu (S + e i ^ y) + S-e~ l ^°' y) ) 



(IV.8) 



iw/3 2 



Les matrices S ± agissent dans une representation de spin j/2 de SU(2) q avec q = e 
Voir (IV. 10) plus loin. Par comparaison, le lagrangien du modele de tachyon interbranaire 
constant est donne par : 



S = ^ J dxdy ((d x <j)) 2 + (d y <f)) 2 ) + j> dy (X+a+e^ ^ + \~ a~ e - im °' y) ) (IV.9) 



ou a ± appartiennent a la representation 1/2 de SU (2) en fait equivalente a une representation 



1/2 de SU(2) g . Nous voyons done par transformation de Legendre de (IV.9) que la correspon- 
dance est ici donnee par ojq = —X^ 1 et S ± = a ± . La relation du modele de Kondo au modele de 
sine-Gordon de bord (BSG) est bien connue - voir par exemple 11321 . En l'occurrence, les fonc- 
tions de partition respectives verifient certaines relations comme nous voyons un peu plus bas 



dans la formule (IV. 11 ). En outre, le modele Kondo est integrable a condition que les matrices 
appartiennent bien a la representation j/2 de SU(2) q et verifient l'algebre : 



\S + ,S-] = 1 q —- IS^S*] =±2S ± (IV. 10) 

qui est effectivement la meme que SU(2) le long d'une representation 1/2. Le modele a 
deux regimes autour de la limite de Toulouse j3 — > l/y/2 qui, par comparaison a l'etude du 
tachyon roulant dans le modele bosonique, est celle a partir de laquelle le couplage aux tachyons 
du secteur er° est effectif. Pour < 1/ \/2 on parle de regime attractif et pour 1 > (3 > l/y/2 de 
regime repulsif. Dans ce dernier regime la fonction de partition sur le disque a des poles pour 
tout & = x/(l + 2n)/(2 + 2n). Dans le premier la fonction de partition est analytique. Pour 
dormer un exemple de relation entre les modeles BSG et de Kondo citons la relation montree 
par Fendley, LeSage et Saleur [1321 le long de la representation de spin 1/2 et pour f3 < 1/ \/2 : 



7 u -i\ l Z BS G(qx) + Z BSG (q x) n\l^^\ 
Zi/2[[q-q )x] = (IV.ll) 

avec ici x = 2%uo et au moins pour q racine de l'unite, e'est-a-dire (3 = l/y/n. La fonction 
de partition de sine-Gordon est connue jusqu' a de larges ordres en perturbation et exactement 
sous la forme Il32l : 
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oo 2n n / 

n=l yl ' m f=l V 



r(m; + /? 2 (n - i + 1)) 
r(mi + /3 2 (n - i) + 1) 



) 



2 



(IV. 12) 



avec la somme faite sur tous les ensembles (tableaux de Young) m = (mi, mi, ■ ■ ■ , m n ) 
pour des entiers rrii tels que m 1 > m 2 > . . . > m n . II existe une methode iterative pour 
calculer ces sommes ordre par ordre. La fonction de partition du modele de Kondo dans la 
representation de spin 1/2 parait done calculable, au moins perturbativement, dans le regime 
attractif. En utilisant la BSFT de Witten, nous pensons possible d'exprimer une action effective 
off-shell, sachant que /3± = (1 — r 2 )A ± et toutes les autres fonctions beta s'annulent, car la 
limite UV n'est plus divergente. La formule habituelle de relation de Taction effective et de la 
fonction de partition off-shell est en theorie bosonique H1361I5T1I1221I127H : 



Ici, nous aurions cependant Z[T, r] avec (3 = r identifiee a la distance. Et le long de champ 
constant, Taction S[T, r] serait simplement identifiee au potentiel effectif, dont nous souhaitions 
obtenir la formule un peu plus haut. Nous devons encore exploiter cette direction d'etude. Mais 
les calculs semblent a portee de main au moins dans le cas bosonique. En outre, par similitude 
du modele bosonique au modele brane-antibrane dans le regime attractif, et par comparaison au 
developpement quadratique obtenu dans notre etude, nous pourrions probablement conjecturer 
une forme d' action effective du systeme brane-antibrane separe. 



S[T] = (l + p T d T )Z[T] 



(IV. 13) 
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1 Introduction 



Annihilation of D-branes of opposite Ramond-Ramond charge is one of the fundamental pro- 
cesses of string theory. Tachyon condensation on brane-antibrane systems has also important 
cosmological applications, either as a tractable model of a time-dependent process in string 
theory, or concretely in D-brane inflation models [1]. It also appears in holographic models 
of QCD, to describe chiral symmetry breaking [2]. 

Whenever the distance between the branes is smaller than the critical value r c , the ground 
state in the brane-antibrane open string sectors becomes tachyonic. It has been conjectured 
long ago that the condensation of this complex-valued tachyon leads to the closed string 
vacuum, corresponding to the minimum of the tachyon potential [3] , and partially confirmed 
by string field theory computations [4]. 

In the case where the brane and the anti-brane are coincident in their common transverse 
directions, this system has been thoroughly studied using background- independent string 
field theory (BSFT) [5, 6, 7]. In this approach, one considers the two-dimensional worldsheet 
conformal field theory on the disk with marginal and relevant boundary perturbations. It 
allows to compute the exact off-shell tree-level tachyon potential [8, 9]. 

On-shell configurations corresponding to real-time tachyon condensation on unstable D- 
branes are also of interest, especially whenever the boundary conformal field theory (BCFT) 
is known. For unstable D-branes, a first type of solution, known as the full S-brane was found 
by Sen and represents a time-reversal symmetric process [10]. The second type of solution, 
known as the half S-brane [11, 12], represents the more realistic case of a tachyon starting, 
from t — > — oo, at the maximum of its potential. It is straightforward to extend these results 
to coincident brane-antibrane pairs. 

Although the gradient of the tachyon field on the rolling tachyon solutions is very large, 
it should make sense to consider a spacetime effective action that describes slowly varying 
perturbations thereof. Remarkably, as was shown by Kutasov and Niarchos [13], it is possible 
to find unambiguously the effective action for the tachyon and its first derivative asking only 
that (i) the rolling tachyon discussed above is a solution to its equations of motion and that 
(ii) the on-shell Lagrangian on this solution is equal to the disk partition function with the 
time-like zero mode unintegrated. Upon a simple field redefinition, it coincides also with the 
" tachyon-DBI" action that was earlier proposed by Garousi [14], 1 and is able to reproduce 
correctly N-point tachyon amplitudes [17]. 2 

Surprisingly, not much of this program has been carried out for the system of a D-brane and 
an anti-D-brane at finite distance - letting aside the even more interesting and challenging case 
of brane-antibrane scattering. The brane separation is a modulus at tree-level, even though 
a brane-antibrane potential is generated at one string loop [19]. Hence, we can ask whether 
tachyon condensation at fixed separation is possible. One may expect different spacetime 
physics compared to the coincident case, especially in the limit where the absolute value of 
the tachyon mass is small in string units. 

With cubic string field theory, an approximation of the tachyon potential as a function of 
the fixed brane-antibrane separation r has been computed few years ago using level truncation 
at next-to-leading order in [20]. In BSFT, the framework for studying the T-dual configu- 
ration - a brane-antibrane pair compactified along a worldvolume direction, with a relative 

1 RR-couplings were added to this action in [15, 16]. 

2 A different an interesting approach to tachyon effective actions on brane-antibrane pairs was given in [18]. 
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Wilson line - was set in the works [21] and [22]. There, the worldsheet action of the system, 
including the background spacetime gauge fields along with the complex tachyon, was set. 
Unfortunately, the Abelian gauge field T-dual to r was set to zero in order to simplify the 
path integral computation. 1 

Finally, the 'half S-brane' rolling tachyon solution describing condensation at fixed, finite 
distance is not really understood, let alone the effective action of which it should be a solution. 
In [20] this problem was studied using conformal perturbation theory, which is expected to 
be valid, in spacetime terms, for very early times at the onset of tachyon condensation. 
Surprisingly, it was found that the boundary interaction corresponding to the rolling tachyon 
ceases to be marginal for a countable set of values of |r| larger than r c /\/2. 

In this note, we show that, taking in particular into account the effect of contact terms 
that are dictated by worldsheet supersymmetry, the rolling tachyon boundary interaction 
seems to be exactly marginal for all values of |r| below the critical separation. Study of beta- 
functions for the system illuminates the crucial role of the contact term. The latter is able 
to cancel the power-like short distance singularity that arises at second order in perturbation 
theory for \r\ > 1/2. At fourth order, it cancels all but one power-like singularity that is 
present for |r| > \/7/4, for which an higher-order contact term is needed. Nevertheless, 
the potentially dangerous logarithmic singularities, that could occur for certain values of |r|, 
vanish by themselves without the help of the contact term. 

We find that the beta-functions of the theory are zero to all orders for |r| < VT7/6, while 
for larger values of |r| they vanish at least up to order five in perturbation theory. Thus, 
we expect that the perturbative expansion in the boundary tachyon perturbations does not 
break conformal invariance on the boundary, for any sub-critical separation. 

Unexpectedly, we find that the 'full S-brane' rolling tachyon is not a boundary conformal 
field theory, for any non-zero separation between the branes. In that case the beta-function for 
the distance-changing boundary operator does not vanish. It implies that the corresponding 
space-time tachyon profile is not a solution of the equations of motion. It seems nevertheless 
that a more general solution than the 'half S-brane' exists, for which the tachyon starts from 
and comes back to the tachyon vacuum; its physical meaning is not obvious though, since the 
phase of the complex tachyon cannot stay constant. 

From these results we learn that there should exist a space-time effective action for the 
system, that is valid for any ^ |r| < r c (to be more precise, the effective action for the 
tachyon and distance field should admit a solution where the distance is a constant). Effective 
actions were proposed in the past by Sen [24] and Garousi [25] . However its domain of validity 
is not clear. Indeed, it does not allow as a solution a tachyon condensation at fixed distance, 
even in the regime of small brane separation in string units. 

Imposing the existence of the 'half S-brane' solution at fixed distance fixes the effective 
action up to second order in the tachyon field. In order to get the fully explicit effective action 
around this rolling tachyon at fixed distance without further hypothesis, we can proceed as 
in [13] and try to fix all the coefficients of a generic first-order Lagrangian expressed in power 
series. It fails to give a single answer for two reasons. First, as the 'full S-brane' solution seems 
not be allowed, the constraints from the tachyon equations of motion are weaker. Second, we 
would need to compute the disk partition function, to all orders in the tachyon coupling; for 
a generic distance analytical results for the perturbative integrals seem out of reach, from the 

1 Using these results, the spacetime effective action with non-zero gauge field profiles was conjectured in [23] 
as a plausible covariantization, however it was not derived from first principles. 
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fourth order. 

This work is organized as follows. In section 2 we give some background on the brane- 
antibrane worldsheet action on the disk, emphasizing the role of the Fermi multiplets that 
realize the Chan-Patton degrees of freedom. In section 3 we discuss the role of contact terms 
in canceling the divergences that arises when tachyon perturbations collide. In section 4 we 
examine the system from the point of view of boundary renormalization group flow, and 
obtain our main results about the marginality of the rolling tachyon profile. Finally in the 
discussion we give the implications of our results for space-time effective actions. Some lengthy 
computations are given in the appendices. 



2 Brane-antibrane worldsheet action 

In this section we discuss in detail the boundary worldsheet action of the brane/antibrane 
system, and set our conventions. 



2.1 Superspace action on the disk 

As a starting point, one considers the worldsheet action for coincident Dl-brane and anti-Dl- 
brane wrapped around a circle in a compactified direction Y, T-dual to the system of interest. 
We set everywhere in the following a' = 1. 

The Af = (1, 1) superspace action on the disk was written in [26, 21, 22], including the 
coupling to background gauge and tachyon fields. In the present context one considers non- 
trivial Wilson Lines along the circle, T-dual to the brane positions x\ and X2 along X, the 
T-dual of Y. They naturally appear in the form x^' = x\ ± X2- 

Setting aside the 'spectator' dimensions, one considers a pair of Af = (1,1) superfields 
on the disk, one time-like (Xo) and the other compactified on a circle (Y), with e.g. Xo = 
Xo + ^75(^0 + Q"4>o) + 99Fo. The superspace coordinates are denoted as z = (z, 9, 6). 

At the boundary of the disk, the Grassmann coordinates satisfy the boundary condition 
6 = ±8. The algebra of the Chan-Patton factors for the brane-antibrane system is con- 
veniently implemented by the canonical quantization of boundary fermions [27], see below. 
These boundary fermions are the bottom components of Fermi superfields of the boundary 
Af = 1 superspace. For the brane-antibrane system one needs a complex superfield 

T ± =r ) ± + 6F ± . (1) 

with r- = (r+)*. 

Then the worldsheet action on the disk 1 , including the tachyon background as well as 
Wilson lines around the circle, reads: 

if f r (+) 

Sbcft(A + ,A-) = — / d 2 zd 2 9 (-DX°DX° + DYDY) +i 6 dud9 D U Y 

2tt J D 2 J s i 4tt 




1 Out convention is that any amplitude is computed with e 
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with the measure d 2 9 = dO d9, the superspace holomorphic derivative D = d$ + 9d and the 
superspace boundary derivative D u = 0q + 9d u , with the boundary coordinate uon S 1 . 1 
We consider simple rolling tachyon profiles of the form: 

T ± = ^ e ^° , (3) 
2ir 

with < lo ^ I/V2. In order to get a real action, one chooses (A + )* = A - . These are actually 
the tachyons that we are expecting to be solutions of the spacetime effective action. It is 
understood in this expression that the superfield X is taken on the (super)boundary of the 
disk. 

The space-time gauge field = — dy being locally pure gauge, its minimal coupling 
to the Fermi superhelds can be absorbed by a 'gauge' transformation. 2 One has to be careful 
with this transformation if Y-dependent insertions appear in the path-integral; a prescription 
must be chosen (see below). 

T± -» V ± e ±i ' s ^ Y . (4) 

After this field redefinition, the boundary Fermi superfields are free, with the propagator on 
the real axis: 

{T + {z)T~(w)) = e(z -w)= e(z - w) - 26 z 8 w 5(z - w) , (5) 

with the sign function e(z) = Q(z) — Q(—z). This implies that A(T ± ) = 0, i.e. vanishing 
conformal dimension. 

In terms of these new variables the worldsheet action (2) reads: 

if _ r 

Sbcft{\ + , A") = — / d 2 zd 2 6 (-DX°DX° + DYDY) + i 6 du d0— — D U Y 

2tT Jjyi Jgi 47T 

dude (r+Dr- - r+T+ - r-ir) (6) 



IS 1 

where the tachyon fields have now the expression: 



2tt 

Conformal invariance of the action at leading order imposes then : 

This is the standard mass-shell condition of an open string tachyon with U{1) x U(l) Wilson 
lines turned on. 

The world-sheet action that describes a system of separated brane and anti-brane is ob- 
tained from the previous one by a T-duality along y. In the bulk, the superfield Y is traded 



lr rhe boundary current superfield D U Y is defined to be the boundary super-derivative of Y first taken to 
the boundary (where Y has Neumann boundary conditions). 

2 This is a slight abuse of language, as this is not a gauge symmetry from the worldsheet perspective. 
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for the superfield X that has Dirichlet boundary conditions. Renaming Y as X, the tachyon 
interaction of interest reads 

T ± = ^ e ±^x+u,xo . (9) 

Action (6) will be our starting point. In the free theory, one has two different boundary 
conditions on the disk boundary, related to the distinct positions of the branes : X = or 
Y = x( 2 \ We introduce the notations 

x (~) = X W _ x (2) = 2nr 

= + x<® = 2x cm , (10) 

where on the first line r is such that oj 2 + r 2 = 1/2. On the second line, x cm is simply the 
center of mass coordinate of the system. 

2.2 Action in components, quantization of the Fermi superfields 

Starting from the action (6), renaming Y as X, and integrating over the fermionic coordinates 
one gets the action: 

Sbcft(A + , A~) = — I d 2 z (-dX°BX + dXdX) + i I du ^d u X 

2lT J D 2 ' Jgl 47T 

+ / du (r] + d u r,- - — t] + xp + T + - — r)~ip~T-^\ 
J s i \ 2tt 2-k ) 

du (F + F~ -F + T + - F~ T~) , (11) 



'S 1 

with: 



^ ± = ±ir\f2^) x + ojV2xp° 



Auxiliary fields F ± are then integrated to give: 

5 BC ft(A + ,A-) = — l d 2 z (-dX°BX + dXdX) + i <£ du^d u X 
2-k J D 2 ' J s i 4tt 



(13) 



A contact term at the end of the second line shows up, with a UV cutoff e. This term, that 
does not follow from the equations of motion contributes nevertheless to correlation functions 
when 1/2 < |r| < 1/V2. Its role will be discussed in section 3.3. 

Finally, as the center-of-mass perturbation completely factorizes and commutes with any 
operators in (13), one can set x^ +s> = without loss of generality. 
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Upon quantizing canonically the boundary fermions r) , one recovers the Chan-Patton 
algebra corresponding to the brane-antibrane system [22] . It leads to the following identifica- 
tions: 



7] + <=> cr H 



cr 1 + ia 2 



7] a = 



a 1 - ia 2 
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where now the prescription for the path integral is Z = Tr f T>X i T> r i\) i P ' e~ s ^- x , which 
includes a path ordering for the operator insertions and a trace over the CP factors. In this 
context the tachyon becomes a boundary changing operator; when inserted on the boundary 
of the disk, it interpolates between the two distinct boundary conditions corresponding to the 
brane and to the anti-brane. 

The worldsheet action on the disk takes finally the form 



Js 1 



\2tt 2tt 47T 2 



(15) 



3 Perturbative integrals and contact terms 

In this section we discuss in more detail the contact term, quadratic in the tachyon field, that 
appear in the action (6) after integrating out the auxiliary fields from the Fermi superfields 
r ± , and quantizing their fermionic components. As was discussed long ago by Green and 
Seiberg [28] for closed string correlation functions, contact terms, dictated by worldsheet 
supersymmetry, can cancel unphysical divergences in correlation functions. We shall see 
below that it indeed cancels the short-distance singularity when two tachyons perturbations 
collide in the perturbative expansion. 



3.1 Free field correlators 

In order to fix the conventions, we use the following Green functions on the upper half-plane 
H + for a free-field X with Dirichlet boundary conditions, and its T-dual field X: 

(X(, 1 )X(, 2 ))=-^ln|, 12 | 2 + ^ln|, l5 | 2 
(X(, 1 )^2))=-^ln|, 12 | 2 -^ln|, l5 | 2 

(x{ Zl )X(z 2 )) = _^ ln z ll_^ ln z ll (16) 
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with eg. z\2 = z\ — Z2 and z 12 ~ = z\ — Z2- Finally, the two-point function for fermions with 
Dirichlet b.c. read: 

(r(ziW(z2)) = (17a) 

Z\ ~ Z 2 

{r&Wizi)) = J^- (17b) 

Z\ — Z2 

(^( Zl )p(z2)) = --^r (17c) 

Z\ Z2 

where ( = ±1 corresponds to the spin structure. It corresponds to the boundary conditions 
for the supercurrent G(z) — C,G(z)\ z= z = 0. For the Virasoro superfield G = G + 9T, this 
is naturally associated with the superspace boundary (z, 9) = (z,Q6). With Neumann b.c, 
eq. (17c) gets a minus sign on the RHS. 

Finally, the boundary Green function for a superfield X with Neumann boundary condi- 
tions reads: 

(X(ii)X(i 2 ))c >z= o,0=c0 = ~ 2 Vxx In z 12 = -2r/ xx ln(z 12 - 6162) (18) 
while it vanishes with Dirichlet b.c. 

3.2 Contact term in the worldsheet action 

As has been explicited in section (2.2), upon integrating out the auxiliary fields F ± that ap- 
pear in the Fermi multiplets T ± , one obtains a contact term for the tachyon in the worldsheet 
action. 

The auxiliary field has the two-point function (F + (u)F~(v)) = 25(u — v). It is regularized 
at short distances according to: 

(F + (t)F-(s)) = 2S(t - s) -> S(\t -s\-e) (19) 

It was shown in [30] that this point-splitting regularization that we use preserves worldsheet 
supersymmetry (unless one consider bulk-boundary correlators for which more care is needed). 
Then the contact term is given by the following non-local interaction on the disk (with 

u = e lt , v = e ts ): 

(-2-K [-2-K 

2 



- dt dsS(\t-s\ -£)ie irX+ " x \u)iie- irX+ujX0 (v)i 
2 Jo Jo 

1 r2n i>2tt 

= - dt dsS(\t - 8 \-e)\u- v\ 2 ^- r ^ ie* rX+ " x °(u) e~ irX+ " x ° (v) t 

2 Jo Jo 

= i (2 sin |) J ds (l e ^+^ ( W +£) e -- x +- x0 ^)l+l e - x +^ ^) e -^+^°( V +£)j 



£ ^e^ 2 l dute^ x \u)t. (20) 
Is 1 



By $ * J we denote the boundary normal ordering (see e.g. [29]). 1 This treatment of the 
contact term may seem a bit ad hoc, however we will hnd in the next section that the 



1 We added a 1 fi normalization such that to take account for the factor 2 coming from the trace over the 
CP factor, since the contact term is multiplied by the identity matrix. 
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term (20) appears naturally when one considers the renormalisation of the worldsheet action, 
justifying a posteriori this presentation. 

We will use in a next section the contact term on the upper half plane. It is similarly 
written as: 



J dv Ue irX+ " x \v + e)e- irX+ » x \v)i + ie irX+ " x \v)e- irX+ " x \v + eK 



^V" 41 - 2 i dvU^ X °(v)l (21) 



In order to compute all the counterterms generated from this contact term one will need 
to work with its complete non-local expression, though the dominant term, here the only 
divergent one, in its Taylor expansion (in terms of local operators) is sufficient to compute 
most of them. Indeed, it is found that working directly with the dominant term, a local 
operator, seems to be equivalent to working with the complete non-local contact term. It 
may be explained by the fact that after Taylor expansion of T ± (x + e) and commutation of 
the sum and the integral, all other terms in the series of integrated local operators vanish as 
e goes to zero. One may object that we are forgetting sub-dominant terms, but, as the UV 
cut-off is an artifact signaling our lack of ability to manipulate infinite quantities; it is to be 
understood as being strictly equal to zero, from the very beginning. From this point of view, 
we expect that only the divergent terms in (21) do contribute. Then it should be equivalent to 
use either the dominant (local) term or the complete (non-local) contact term. This statement 
seems to be confirmed numerically in the fourth order computations of section 4. 

As one can see, in the limit e — > when one takes the UV cut-off to infinity, the contact 
term vanishes when \r\ < 1/2. Therefore, the results of the computations made in [24], 
where the contact term was not taken into account, remain unchanged. 1 It can be seen also 
by working directly with the M = 1 boundary superspace amplitudes; the contact terms 
contributions from the T ± correlators vanish for \r\ < 1/2. 

However, the contact term diverges when |r| > 1/2. This contact term may ensure that 
the amplitudes do not diverge for |r| > 1/2. The divergence associated with the contact term, 
that arises from the fusion of two tachyon vertices, correspond to the unphysical integrated 
vertex operator 

J du Jdeeie 2uXo ^i = J duie^^i , (22) 

that is not supersymmetric. Hence, as in [28], one can understand the contact term as 
necessary to preserve worldsheet superconformal invariance on the boundary, when |r| > 1/2. 
In other words, divergences corresponding to integrated operators of the form (22) cannot 
occur for a consistent, hence super-BRST invariant, superstring worldsheet theory. We will 
discuss below higher-order divergences, coming from the fusion of more than two operators, 
for which the analysis is more involved. 

3.3 Boundary one-point function 

In order to illustrate more precisely the role of the contact term, we compute the one-point 
function on the disk for a tachyon boundary vertex operator. This one-point function does 



1 As a side remark, for the rolling tachyon on a non-BPS D-brane, it was already noticed in [31] that the 
contact terms, that were absent in the original computation of the partition function performed in [32], did 
not contribute to the final result. 
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not have to vanish because of the rolling tachyon background, and contains potentially a 
divergence at first order, when the inserted tachyon vertex collides with the integrated tachyon 
coming from the perturbative expansion. We will find that the contact term cancels the two- 
tachyon divergence for all values of r in the range 1/2 < \r\ ^ 1/V2. 

At first order in the couplings A ± , the one-point function for one of the boundary tachyon 
vertex operators is given by the integrated correlator 



Tr (a ± ® ^ ± e ±ir ^ +wX °(e itl ) 



+ 



AT 
2tt 
AT 
2tt 



Tr a ± a T 
Tr 

A T 



dt 2 ( 



± c ±irX+wX° f^it-i j ^^irX+coX ( Jt 2 



[■2lT 

Jti 



dt 2 U^e^ r *+" x °(e lt2 ) ^ ± e ± ^+" x °(e lti ; 



2tt 



4r 



! »/ 



t-L+2-n 



dt 2 



2 sin 



2w i -2r i -l „+oo 



dx u e 



„2ux° 



(23) 



The integration over t 2 is not defined for \r\ > 1/2, nevertheless the result 



Tr (ff ± ®^ ± e ±ir * +w - x ' (e ttl ) 



2n 



(24) 



is analytic for any r G [0, l/\/2] 

In order to show how the divergence for \r\ > 1/2 is canceled, we can compute directly 
this quantity in superspace, using the Fermi multiplets T ± . Letting aside for a moment the 
zero- mode integral over xq, one considers the superspace integral 



at 

'2tt 



AT 



2ujx° 



J d0id# 2 J 

j d#id# 2 j dt 2 [e(h - t 2 ) - 26 1 6 2 5{t 1 - t 2 )\ 



dt 2 e{h - i 2 )(e ±l »(i 1 )e^ 



2 sin 



h-h 



1-4H 



AT 

2n' 



,2wx° j 



dU 



(1 - 4r 2 



2 sin 



2 

*1 -*2 



010 2 (1 - 4r 2 )e(ti - t 2 ) 



2 sm 



-4H 



+ 2<J(ti - 1 2 ) 



2 sin 



«2 



1-4H 



• (25) 



Now we introduce a point splitting regularization, asking that \t\ — t 2 \ > e. As we wish 
to keep the contact term in the computation, it is natural to include this point splitting in 
the and S distributions that appear in the above integral, as: 



e(|ti - t 2 \ -e) = 0(ti - t 2 - e) + 0(t 2 - h - e) 
- t 2 \ -e) = 6(h - t 2 - e) + 6(t 2 -h-e). 



(26) 
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In other words, we 'spread' the contact term at the boundary of the interval \ti — t 2 \ < s. 
Then the contribution to the one point-function becomes: 



AT 
AT 



/ 



(l-4r 2 )e(|*i-t 2 |-e) 

/•ti-e 
Jti- 



2 sm — - — 



+ <5(|ti — t 2 | — er) 



2 sm — - — 



l-4r 2 



(1-4H) / dt 2 
A " (l-4r 2 )2 1 " 4 '- 2 ^^i 

v ; v r 1 



• *1 - *2 

2sm 2 


"" 2 2 A " 


2sin| 




27T 





l-4r 2 



2r 2 



A T i_ 4r 2 A T 



+ 2 — £ 



2 sin 



l_4H 



2tt v 7 v " r(l - 2r 2 ) 2tt" 2tt 

where two hrst terms in the last line come from the expansion of the following function: 

„2 



(27) 



(1 - 4r 2 ) 2 2 " 4 ^ cos 2 F 1 



1 1 + 4r 2 3 2 £ 
2'^~ '2 ,C ° S 2 



The second term of eq. (27) is the only divergent one if 4r 2 > 1. It simplifies to 

T(i-2r 2 ) , AT i_ 



AT 
'2tt 



(1 - 4r 2 ) 2 1 - 4r2 ^ ; v / 2 ^ + 2— e 1 " 4 ^ - 2— e 1 " 4 ^ 
v ; v T(l-2r 2 ) 2tt 2tt 

Divergences compensate correctly, so that we eventually have at hrst order: 



Tr ((^ ® ^ - F±) ^^(zi)) ~ -AT ^" 4 ^ J ^ dx°e 2 ^ 



(28) 



(29) 



(30) 



This quantity is UV-hnite, but has a IR divergence due to the zero-mode integral. This 
divergence, that appears when x° — > 00, simply signals the breakdown of perturbation theory 
in A ± . Note that for the homogeneous rolling tachyon on a non-BPS brane, for which the 
all orders computation is doable, summing up the the whole perturbative expansion gives a 
finite zero- mode integral. 1 



4 Computation of beta-functions 

In this section, we argue that the theory defined in (6) is exactly conformal, with the rolling 
tachyon profile (9), for any value of |r| below r c = 1/V2. This will imply that for the 
spacetime effective action of the brane-antibrane system there exists a 'half S-brane' rolling 
tachyon solution at fixed separation of the equations of motion. This is an important point 
since the effective action proposed in [25] did not admit solution at fixed distance ; in fact, in 
this action, for non-vanishing tachyon the distance field has an attractive potential towards 
the origin. 

Our motivation for looking closely at this issue was in part due to the results of Bagchi 
and Sen [20]. They found that the boundary deformation corresponding to the tachyon (9) 
was only marginal in the range ^ |r| < r c /\/2. For r c /y/2 ^ |r| < r c it was found that for 
an infinite but countable set of distances the theory was not conformal. This is puzzling as 
we expect that everything goes smoothly up to the critical separation r c . 

1 If we Wick-rotate the theory to an Euclidean target space, for which perturbation theory is well-defined, 
the zero-mode integration gives 5(2oj) which is zero for any value of \r\ < l/v2- 
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At the end of the day, the basic difference between those two approaches is the contact 
term, however the latter is not responsible for restoring marginality, since it cannot cancel the 
logarithmic divergences that could spoil conformal invariance as we shall see; rather, the actual 
computation of the possible conformal symmetry-violating terms in the path integral gives 
zero thanks to the different contributions that cancel among themselves at a given order. 
Nevertheless, the contact term is able, as expected, to cancel the power-like two-tachyon 
divergences in the perturbative integrals. 

The cleanest way to show that the action (6), with the rolling tachyon perturbation (7) 
is a boundary CFT is to compute the boundary /3-functions for all the boundary couplings 
involved. On top of the coupling constants A ± for the rolling tachyon perturbations, one needs 
to introduce in the computation a perturbation corresponding to the separation-changing 
boundary operator a 3 <g> id u X. 1 The brane-antibrane separation is classically fixed at some 
value r, but still in the quantum theory one has to check that the corresponding beta- function 
vanishes for any r, in other words that it is not 'sourced' by terms in A ± . On top of this, 
more operators need to be considered in the analysis as \r\ increases. 

4.1 Generalities about boundary beta-functions 

In order to compute the bet a- functions for their boundary couplings, we follow mostly the 
clear presentation of [33]. 

One considers a conformal field theory on the upper half-plane H + = {z, 3m z > 0} 
perturbed by boundary operators that can be marginal or relevant. The action of the theory 
is defined to be 

5(A") = S bulk + J2t~ y "^ f dz0„(x) + S ct , (31) 

in terms of the renormalized dimensionless couplings {A M } and the anomalous dimensions 
y M = 1 — h^. The renormalization scale is denoted by I. The last term Set stands for 
boundary counterterms whenever they are necessary. The boundary fields 4>^ are normalized 
as 2 

(0*(oo)|^(O)) = l (32) 

with </>* the conjugate field to </> M . 3 

At second order in perturbation theory, one encounters the integral (which lies inside a 
correlator with arbitrary other insertions): 4 

\ J2 e h »- h "- 2 f dxi I dx 2 0„(xi)0 v (s2)e(|xi -x 2 \- e)@(L - \ Xl - x 2 \) (33) 

This integral has been regularized by point-splitting with a UV cutoff e , and with and an IR 

1 To be exact we will have to add it in superspace as DX 

2 The Zamolodchikov correlators are denned as (4> a {oo)\4>t,(zb)) = lim MOO z 2ha z 2ha {4> a {z)<t>b{zb)) ■ 

3 In the case of theories with several boundary conditions, one has to trace over the Chan-Patton factors, 

which would be here included inside the fields, e.g. as Tr (^(oo)| <^v(0)) = 1. Considering deformations by 

boundary-changing operators, the CP factors induce selection rules. 

4 We will use the convention that operators (with CP factors) are ordered from right to left with increasing 

boundary parameter; this is the opposite convention than in [33]. 
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cutoff L. In order to compute the integral one can use the boundary OPE 



D p 

M*i)M*2) = J2 ( Xl _ X2 )h^K-hM X2) + ' ' ' x i>*2- ( 34 ) 

In this case, (33) is rewritten as: 

y+L p ry+L 
dx j> dy (p^x^iy) + j> 

y+e J Jy+e 



i K ~ K - 2 (J>^ dx j dy M X )MV) + <f^ ^ j dy tf> v {x)^{y)j (35) 



Minimal substraction scheme 



In this scheme, we aim to isolate the divergences that occur in the integral (33) when two 
perturbations collide. One has to consider separately two cases. The subset of boundary 
fields {4>p} such that y^ + y v — y p < (which are all relevant), gives a divergent contribution 
to the action (31) of the form (after removing the IR cutoff) 

S d = - Y ^ £ y»+y»-y P p»+y»x»y f dx<j> p . (36) 

In the minimal substraction scheme, this divergence is canceled by a similar counter term 
Set = —Sd- 

The subset of boundary fields {<f> T } such that y^+y^—yr = gives logarithmic divergences, 
or resonances (cutting the integration at the renormalization scale I): 

Sd= \Yl D l» Hz/W- yT I dx <Pt (37) 

H,V,T 

This divergent piece is again canceled by an appropriate counterterm S c t = —Sd- Now 
equating the bare couplings to the two corresponding contributions from the renormalized 
action (31), one gets the beta-function at second order 

P** :=e <^ =ypX P_ J2 D^XW (38) 
fj-My^+yu=y P 

So non- linear contributions at quadratic order occur only in the cases of resonances, if they 
exist. 1 One can show that, in the minimal substraction scheme, this property holds to all 
orders in perturbation theory. 

Note that there is a sign difference between the above result and what appears in [33]. 
This comes from their convention of using e s instead of e~ s as we did. One could obtain the 
same definition by simply changing the sign of the couplings. 



Wilsonian scheme 

In this scheme, we equate the renormalization scale £ with the UV scale e, viewed as a 
fundamental high-energy scale. We demand that the renormalized theory does not depend 

1 Notice that, if the boundary perturbations in (33) are superficially marginal, the resonances correspond 
to the appearance of a marginal operator in the boundary OPE. 
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on the UV cutoff scale, i.e. that ed e e~ bdy = 0. Then the renormalized boundary couplings 
depend on the UV scale e (as the regularized perturbative integrals do). At second order, the 
corresponding beta-functions read: 

^ := ed e[ i p = y p \» - J^D^A" (39) 

In contrast with the minimal substraction scheme, eq. (38), there is no restriction to 'resonant' 
boundary couplings in the sum giving the quadratic term of the beta- function (39). 1 

We will see below that both schemes are useful in the study of the rolling tachyon pertur- 
bations, when it comes to understand the role of the contact terms. 

4.2 Beta-functions for the brane-antibrane system at second order 

Coming back to the brane-antibrane system, we consider the following worldsheet action on 
the upper half-plane, as a function of the boundary couplings. So now we take the boundary 
variable to be u £ R. For convenience, we rescale the coupling according to A ± — > 2ttX ± . 

S = S buik - J dx(\+o + ® tl)+e irji+ " x0 + \~a~ ® ^- e -^ +wX ° - iya 3 ® d u £) (40) 

We omitted for the moment the contact term, which will enter later on in the discussion. 



Distance coupling 

Let us start by discussing the beta-function for the distance perturbation. According to the 
general discussion above, one has 

P r = (1 - /v)y - [D\- + ^ + )A-A + - D; + ^X + - fl?_yA- . . . (41) 

where the ellipsis here stands for higher order terms. The first term on the RHS vanishes 
because the conformal dimension of the distance perturbation is one. All the second order, 
all the structure constants for the three boundary operators under study appear, since, being 
all of conformal dimension one, they lead potentially to resonances. 

Without much work, we have that D± T = 0. The fusion of the tachyon vertex operators 
T ± will never produce the current d u X, as t he e wX ° factors just add up. The structure 
constants D r r± also have to vanish, since the fusion of T ± with the boundary current i<j A d u X 
comes with the Chan-Patton factor cr ± cr 3 = z Fcr ± hence not a 3 . However, this product 
participates to the beta-function of T ± as we will see. 

At higher orders in perturbation theory, we would find a similar behavior. Namely, the 
fusion of any number tachyon vertices cannot produce the distance-changing operator, hence 
the beta-function for 5r does not get tachyon 'source terms' (which would be proportional 
to (X + X~) n at order 2n). In other words, the distance coupling does not run in the rolling 
tachyon background (9). 

We can also be less specific and consider, instead of (9), a more general tachyon profile of 
the form: 

T ± = _L e ± ir ± ^ A ± e ^ + £± e -.x»j > (42) 

1 The linear term, as well as the resonant quadratic terms, that are common to both schemes, can be shown 
to be 'universal', i.e. independent of the scheme chosen for the computations. 
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the hermiticity of the action imposing that A - = A+ and £~ = £+. 

The conclusion can be different, as the structure constants D r ± ^ do not have to vanish by 
similar arguments. To this end, we use the 0-picture tachyons OPE: 




(43) 

where we only highlighted the interesting term. It is not difficult then to obtain the second- 
order beta-function for the distance coupling : 

(Jr = - A+r 4 + A " g+ r = ~ *e r (44) 

The beta-function (44) is scheme-independent, as the divergence is logarithmic. If one intro- 
duces a real parameter fj,, the most general solution of this equation is then: 



2tt 



±i/ie- wX °) , fieM (45) 



Notice that, so far, the marginality of this solution has been checked only at second order. The 
fourth order (and higher) beta-functions would be non-trivial to compute, and marginality at 
this order is a priori not obvious. 

In any case, the physical meaning of the general solution (45) is not clear. If, for instance, 
one chooses A + real (which is always possible by a shift of X), it corresponds to a case where 
the real part of the tachyon condenses, while the imaginary part evolves in the opposite 
direction. There is no clear reason why the phase of the tachyon condensate has to change 
by 7r/2 during its evolution, as the constraints on the solution (45) suggests. By symmetry 
arguments, the tachyon potential of the effective action should depend only on its square 
modulus, i.e. of 

\ T (x°)\ 2 = j>*° + M 2 e-^°) , (46) 

which, for non-zero //, goes through a minimal value |T| 2 = ^ A ^ 2 at hnite time. 

If we consider instead the time-reversal-symmetric tachyon profile ('full S-brane') as in 
the case of the non-BPS brane: 

\± 

T± = — e ±irX coshwX , (47) 

the beta-function (44) indicates a RG running of the distance coupling, unless r = 0. This 
result has far-reaching consequences. Unlike the case of coincident brane-antibrane or of a 
non-BPS brane, the effective action of the brane-antibrane system at finite distance should 
be such that, while the 'half S-brane' rolling tachyon is allowed as a solution of its equations 
of motion, the 'full S-brane' should not. 
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Tachyon couplings at quadratic order 

We now compute the beta-functions for the tachyon couplings A ± at order A + A~ for the 'half 
S-brane' profile. 1 

The boundary OPEs to consider at quadratic order are the distance-tachyon OPE 
-ia 3 ® d u X{ Xl ) a ± ® ^ ± e ujXo±irX {x 2 ) ^— (±a ± ) ® (±r)ij ± e ujXo±irX \x 2 ) + ••• (48) 

X\ — X2 

and the tachyon-tachyon OPE 

<j + ® txfj + e wXo+irX a" ® I^-e wXo - ir ^(x 2 )J 

~-(J >- 4 ' 2 >(^^ :eM ° M:+ --' <49) 

both for xi > X2- The ellipsis stands for less singular terms. 

Beta-function for \r\ < 1/2. Whenever |r| < 1/2 the OPE (49) does not lead to sin- 
gularities when integrated. Hence, in the minimal substraction scheme, no corresponding 
counterterm is needed. This reflects the fact that the contact term is zero in this range. 2 
This extends to all orders in perturbation theory 

The case of the OPE (48) is different, as it leads to a logarithmic divergence for any r^O. 
From (38) the relevant /3-functions are of the form 3 : 

P± = (1 " h ± )X ± + (Df ± + £>i)yA± + . . . 

(50) 

We get at second order that 

I3 ± = Q - r 2 - w 2 - 2rdr) X ± . (51) 

this is valid in any scheme, as only universal quantities appear. If one keeps the distance 
perturbation to zero (Sr = 0) then the rolling tachyon background is marginal at second 
order provided that the on-shell condition lo 2 + r 2 = 1/2, as expected. 

Otherwise, the marginality of the perturbation is restored, at this order, if we use instead 
the on-shell condition 

Lu 2 + (r + 5r) 2 = 1/2 (52) 

This is compatible with the interpretation of the boundary perturbation a s ® id u X, that 
changes the relative position of the D-brane and the anti D-brane. It is T-dual to the relative 

1 Let us remark in passing that, by shifting the zero-mode of the time-like field Xo — > Xq + a, there is a 
common rescaling of the couplings A* — > A ± e" a . This is a common feature of Liouville-like theories. For this 
reason, the perturbative expansion in ^ does strictly make sense only in the Euclidean theory obtained by 
Xo -> iX B . 

2 ln the Wilsonian scheme the contact term is an irrelevant operator in this range. 

3 The sign is opposite here since the sign in front of the tachyon perturbation in (40) is opposite. 
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Wilson line that appears in the action (2). 1 One checks that the normalization of this coupling 
in (2) is compatible, through T-duality, with relation (52). This analysis shows that, at least 
at this order, the rolling tachyon perturbations T ± 'adjust themselves' to a change of brane- 
antibrane separation in order to stay marginal. 

Beta- functions for 1/2 < \r\ < r c and contact term 

When 1/2 < |r| < r c the situation is different. The operator exp2wXo (that appears also 
in the contact term) becomes relevant, hence should be considered in the discussion. As 
stated earlier, this operator in unphysical from the superstring theory point of view (at zero 
superghost number). 

The corresponding boundary coupling is denoted by fj, c . The tachyon-tachyon OPE (49) 
gives a singular perturbative integral at second order: 

/ dxi r ' d l2 ;^e uX « +!rl e wX »" !rl (12); r/ ~ /2 e 1 " 4 ^ / dxiie 2 " x °(xi); , (53) 

J Jxj-L J 

after removing the IR cutoff (L — > oo limit). 

In the minimal substraction scheme, the following local counterterm is needed at this 
order to cancel the divergence: 

S ct = A+A-e 1 " 45 " 2 J dx le 2uXa {x)l . (54) 

Naturally, it agrees precisely with the expression of the contact term in the action (15). Since 
this divergence is power-like, it does not add any non-linear term in the minimal scheme 
beta- function /3" s for the coupling \i c . Hence, the latter can be consistently set to zero in the 
renormalized theory at this order. 

For the distance |r| = 1/2, amplitudes are finite without the counterterm, so it is not 
strictly needed 2 , but it contributes nevertheless finitely to the amplitudes. 

In the Wilsonian scheme, the beta-function reads, at second order: 

0™ = (1 _ 4r 2 K _ (1 _ 4r 2) A+A - (55) 

One sees here an interesting phenomenon. The operator exp 2wXo is relevant at linear order, 
but the RG flow gives an IR fixed point for this coupling at quadratic order, for fi c = A + A~. 

Comparing the outcomes of both schemes, one gets the same results but the interpretation 
is different. In the minimal substraction scheme the contact term appears as a counterterm, 
but the corresponding renormalized coupling is consistently set to zero. On the contrary, in 
the Wilsonian scheme, the RG flow has a fixed point with non-zero renormalized coupling ji c . 
Both points of view are 'non-supersymmetric', as in the superspace formulation this term is 
present from the beginning and removes the divergence under discussion. 

x To be more correct, as auxiliary fields from the Fermi superfield couples to this perturbation, some 
±i5r \ ± ip x e ± "' x+t ^ x correction should be included. We verify that it doesn't modify the /3-function at 
quadratic order. Moreover, this term shows up naturally if we work directly with the superspace distance 
perturbation i 5r T + T~ D U X. 

2 But partition function appears to be discontinuous at \r\ = 1/2 without its contribution. 
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4.3 Marginality beyond quadratic order 

Part of the quadratic order results generalizes immediately to higher orders. Indeed only 
the fusion of distance perturbations with, say, T + can produce T + itself (since the fusion 
of n tachyons goes as e" wX °, as far as the Xq dependence is concerned). Hence, if we set 
Sr = from the very beginning, we expect that the beta-functions (3± vanish to all orders 
in perturbation theory. With the same reasoning, the operator exp(2a;Xo) that we had to 
consider for \r\ > 1/2 cannot receive higher-order contributions to its beta- function. 

However, study of the marginality at higher orders is quite messy when \r\ is getting closer 
to the critical distance, as the fusion of tachyon vertex operators produces more and more 
relevant boundary operators. For a given value of r, these operators, of the form e 2nwX ° with 
n G Z+, become (superficially) relevant if n < (2 — 4r 2 ) -1 / 2 , and are of dimension one when 
they saturate this bound. These resonances occur all for 1/2 ^ \r\ < 1 /V2; this range was 
excluded by Bagchi and Sen in their analysis [20] for this precise reason. 

A given operator e 2nu)Xa appears first at order 2n in the perturbative expansion in the 
tachyon perturbations, hence the beta-function f3 n for its coupling X n is of the form: 

p n = (l-4nV)A„ + 0((A + A-f) (56) 

It is easier then to work in the minimal substraction scheme, where one just has to worry 
about logarithmic divergences, i.e. resonances. As we emphasized above, if the fusion of 
(superficially) marginal operators produces a (superficially) marginal operator, it generates a 
source term in the corresponding minimal scheme bet a- function. It is nevertheless interesting 
to consider whether power-like divergences are also present. 

At second order the potentially marginal operator is nothing but the contact term itself, 
e 2u)X ° , for the distance |r| = 1/2. Fortunately, thanks to its fermionic part the OPE (49) 
vanishes, hence there is no logarithmic divergence to cancel. 

Marginality for y/l/A < \r\ < y/l7/6 

The next possible resonance occurs when the operator e 4uX ° becomes of dimension one, i.e. 
for a; = 1/4 (equivalently, \r\ = \/7/A). The potential logarithmic divergence would occur 
at fourth order in perturbation theory. In order to investigate this issue we compute below 
all the possible divergent terms that occur at order (A + A - ) 2 from the perturbative integrals, 
that involve both the tachyon and contact term vertex operators. In the computations of 
this subsection, we use the full non-local contact term (21), as even the sub-leading terms 
contribute a priori to the divergences. 

The first contribution comes from two contact term insertions (symbolically CC). Using 
the notations a = Au 2 and T± = e ±irX+uX ^ it readg 

cc= ( J J ) ^ J dxtj* 1 * dx 2 (jr+(x 1 + £ )T-(x 1 )i + jr-( 2 ; 1 + £ )r + (x 1 )i) 

x (tT + (x 2 + e)T-(s 2 ): + **T-(x 2 + e)T + (x 2 )t) (57) 

The contact term being multiplied by the Chan-Patton identity matrix. The short-distance 
regularization chosen here prevents any operator to approach another one at less that e, before 
integration of the auxiliary fields. The most natural IR cutoff prescription is to constraint two 
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ordered operators not to move away from each other by more that L, also before integration 
of auxiliary fields. One gets then 



CC 



1 0\/ 1 (L\ 2 - 2a ( L x 1_2a 



1 J \2a + 1 \e 

5 - 6a - (2a - l)2 2a + 2 2 Fi(l - a, -a - \; -a + | ; |) 1 ; 
4(2a + l)(2a- 1) 



x L^- 1 J d Xl *e 4u > x "t{ Xl ). (58) 



The second contribution, from two tachyons and a contact term, is more involved as one 
has to integrate over two operator positions, leading to various type of singularities. One has 
to be careful with path ordering of the contact term with the tachyon; we have to distinguish 
three contributions, symbolically noted CTT, TCT and TTC. One finds that the contributions 
of CTT and TTC are equal, but TCT is different. We have to sum these three contributions 
together. Using the notation C{x) = tT + (x + £)T~(x)t + tT~(x + e)T+(x)t, one has: 

CTT + TCT + TTC = 
1 \ e 

— I / ax i 

Ixi—L+e Jx2—L 
f-xi—2e fX2—e 



0/2 



d Xl dx 2 / ' dx 3 iC(x 1 yA^ + T + (x 2 )i^-T-(x 3 )i 

\J Jxi—L+e Jx2—L 

dxi / dx 2 / dx 3 iij + T + (x 1 )nC{x 2 )ii^-T-(x 3 )i 

Jxi—L JX2 — L+E 

//•xi— £ rx2—2e \ 

dxi / dx 2 / dx 3 i^ + r + (a;i)liV"r-(2:2)i^(x3)i (59) 
Jxi—L Jxo — L I 



Here, the whole computation is multiplied by the upper part of the identity matrix, since 
T + and T~ are themselves multiplied by <j + and cr~ respectively. One should also take into 
account the permutated version of (59) which has ordering T~T + instead of T + T~ . From 
symmetry of the OPE's under this permutation, it contributes the same result but multiplied 
by the lower part of the identity matrix. Thus, the computation of the divergent terms gives 
the result, see appendix A: 



r / 7 ■ in: \ rre ■- ( J J 



2-2a ^ / j \ l-2a 



1 + 2a V £ J a 



+ 2(a-l) fL\ l ~ a ( 2 Fi (-o,a + l,a + 2,-l) + 2 Fi (-0,0 - 1, a, -1) 
3a \ £ J I a + 1 a— 1 

+ 2Fl(2 " fl ' ffl ffl + 1 1 ' Q + 2 '" 1) ] - V(a) <^) 1 ' 4a ] ^ X J dxxle 4 " ^ :(xi) (60 ) 
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The coefficient V(a) is given by (we did not find a closed form for it): 

oo 1 



V(a) = (a-l)J2J2 



T(a) / 2 Fi(n - a, 1 + n - 2a; 2 + n - 2a; -1) 



n^o^ r ( a - n ) r ( 1 + n )( 3 °- S - n ) V l + n-2a 

2 Fi(s — a, 1 + s — 2a; 2 + s — 2a; -1) 2Fi(n — a, s + n — 1 — 2a; s + n — 2a; —1) 
1 + s — 2a s + n — 1 — 2a 

2Fi(s — a, n + s — 1 — 2a; n + s — 2a; —1) \ 
n + s — 1 — 2a i 

_ r(a)r(a- 1) 2 Fi (1 - a, n + p - 3a, n + p + 1 - 3a, -1) 

+ „^ o na-™)r(l + n)r(a-l-p)r(l+p) 3a-n-p 

2 Fi (2 + p - a, n + p + 1 - 2a, n + p + 2 - 2a, -1) 
n + p + 1 — 2a 

+ (-i)££ r(a_1) 



^^r(a-l-p)r(l+p)(3a- fl -t-p) 

2 Fi(2 + p-a,s+p+ 1 - 2a,5+p + 2-2a, -1) 
s + p+ 1 - 2a 



(61) 



Finally, one has to consider the contribution from four tachyon insertions in the path inte- 
gral (TTTT). The method of computation of the multiple integral is explained in appendix B. 
After a lengthy computation one gets 1 



TTTT 

1 





1 D \ I r x i—£ r^2—e rX3—e 

u ) dxi / dx 2 / dx 3 / dx i l^ + T + {x l )r,i)-T-{x 2 )l^ + T + {x^ltl)-T-{x A )l 

U J J Jx x -L Jx 2 -L Jx^-L 



10\ 1 I L\ a — 1 / L 

+ 



1 J I 2a + 1 V e 

2(a- 1) fL\ 1_a / 2 F 1 (-a,a + l,a + 2,-l) 2 Fi (-0,0 - 1, a, -1) 
3a \e J \ a + 1 a— 1 

2F1 (2-a,a + l,a + 2,-l) N 



+ 



a + 1 



x The term with ordering T T + T T + contributes the same result thus the total computation is directly 
multiplied by the identity matrix as in (60). 
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l-4a 



1 - 4a 



(a-1) 



2 / 2 Fi(l-2a,a- l,a,-l) 2 Fi (1 - 2a, 2 - 3a, 3 - 3a, 



V 



+ 



a — 1 2 — 3a 

2 Fi (-o,o-l,o,-l) , 2 Fi(-o,l-2a,2-2a,-l) 



a-1 



+ 



1 - 2a 



2 Fi (2-a,a+l,Q + 2,-l) 2 F X (2 - a, 1 - 2a, 2 - 2a, -1) 



a + 1 



1 - 2a 



+ (2(a-l) 2 -l) 



2 Fi (1 - a, a, 1 + a, -1) 2 Fi (1 - a, 1 - 2a, 2 - 2a, -1) 



+ 



1 - 2a 



/ 2 Fi (1 - 2a,a,a + 1,-1) t 2 Fj (1 - 2a, 1 - 3a, 2 - 3a, -1) ' 
V 1 



+ 



1 - 3a 



+ U(a) 



l-4a 



dxite 4 " Xo t{ Xl ) (62) 



with U(a) a numerical coefficient which is not singular at a = 1/4. 

As in the previous computation, the coemcient U(a) is known only as a series expansion 



U(a) 



(a - l) 2 / 2 Fi(l - 2a, a - 1; a; -1) 2 Fi(l - 2a, -3a; 1 - 3a; -1) 
4a — 1 \ a — 1 3a 

/ 2 F 1 (-a,l-2a;2-2a;-l) 2 Fi(-o, a - 1; a; -1) 
X 1 1 2a "~ ~~" a-1 

2 Fi(2 - a, 1 - 2a; 2 - 2a; -1) 2 Fi(2 - a, a + 1; a + 2; -1) ' 



+ 



1 - 2a 



+ 



a + 1 



+ 



(2(a- l) 2 - 1) / 2 Fi(l-2a,l-3a;2-3a;-l) 2 Fi(l - 2a, a; a + 1; -1) \ 
4a - 1 V 3a - 1 + a ) 

/ ^ 2 F 1 (l-a,l-2a;2-2a;-l) 2 Fj(l - a, a; a + 1; -1) ^ 
X 1 - 2a + a ; 

OO 

+ (a-i) 2 £ 



n=0 



r(a + l) 

r(n + l)r(a - n + l)(a + n - l)(3a - n) 



/ 2 Fi(n - a, -2a + n + 1; -2a + n + 2; -1) 2 Fi(n - a, -2a + n - l;n - 2a; -1) 



-2a + n + 1 



-2a + n- 1 



+ («-i) 2 E 



T(a-l) 



n=0 



r(n + l)r(a - n - l)(a + n + l)(3a - n - 2) 



2 Fi(-a + n + 2, -2a + n + 1; -2a + n + 2; -1) 
-2a + n + 1 

2 Fi(-a + n + 2, -2a + n + 3; -2a + n + 4; -1) 



+ 



-2a + n + 3 
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T(a) 



+ 2 (2(a - I) 2 - 1) V 

11 ; } ^ T(n + l)T(a-n){a + n)(3a-n- 1) 

2 Fi(-a + n + 1, -2a + n + 1; -2a + n + 2; -1) 



-2a + n + 1 



(63) 



The last three sums are rapidly converging, thus U (a) is known with good accuracy, for any 
value of a ^ 1/4 (or u ^ 1/4). 

Let us now investigate the possible logarithmic divergences, that can only occur from the 
TTTT integral. Since we have that 

^ -: -> log-, 64 

1 — 4a £ 

only the last but one term in (62) could lead to a logarithmic divergence at to = 1/4. It turns 
out that, in this limit, the coefficient of this term vanishes exactly Looking more closely at 
this computation, one sees that each multiple integral that one gets from the three different 
fermionic contractions - see eq. (109) - has a logarithmic term as expected, however the sum 
of them precisely cancels. Hence, the same occurs as at order two; the coefficient in front of 
the potentially resonant term in the beta-function vanishes. 1 

In order to check whether power-like divergences remain at fourth order, one has to resum 
the three contributions obtained above. The full contribution at order ((A + A - ) 2 ) is given by 
CC + CTT + TCT + TTC + TTTT. Comparing (57), (59) and (62), one sees that the coef- 
ficients in front of all divergent terms vanish exactly for any value of u ^ 1 /4. Hence, in this 
range, if one includes the two-tachyon contact term dictated by worldsheet supersymmetry, 
perturbative expansion is finite. 2 

As said before we were not able to compute the coefficient associated to the term of order 
e 1_4a , which becomes divergent for uj < 1/4 in a closed form. Using a numerical evaluation, 
we find that the sum of the contributions gives a non-zero coefficient for any u < 1/4. Hence, 
a power-like divergence remains in this range. By dimensional counting, this uncanceled 
divergence corresponds to four tachyon operators coming close together at the same point. 
It is not unexpected that this divergence is not canceled by the contact term, as the latter 
corresponds to a two-tachyon collision. Since this remaining divergence is non-logarithmic, 
it does not mean that the boundary theory is not conformal, but rather that it should be 
renormalized at quartic order. It should be possible to cancel this divergence with higher- 
order contact-term. They may correspond to additional non-linear terms in the superspace 
action (6) (a four- auxiliary field vertex is needed then). 



1 This is confirmed by a direct evaluation of the TTTT integral at uj = 1/4 (with MATHEMATICA) which 
gives 

TTTT= ( 1 °)a fdxi r~ e dx 2 dx 3 dx 4 ii, + e Xa/i+ ^(x 1 )ti^-e Xa/i - lr ^(x 2 )i x 

V U 1 / J Jxi-L Jx 2 -L Jx 3 -L 

w * /+ X /4+irX, w ,- X /4-irX, s, 
X lip e (X3)illp e ' (X4)i 

J dxi ie x "(x 1 )i 



§(r+ ct- Kr-(r 



with a ~ 1.24 . . .. Logarithmic divergences are again found to vanish. 

2 Not considering into account possible operator renormalization if there are operator insertions in the path 
integral. 
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As mentioned in section 3.2, we also obtained an unexpected result. If we assume that 
the computations of CTT and CC type terms could be equivalently done with the use of the 
simple dominant term £ a - l e 2uXa i n (21), then we get the following contribution 



CC + CTT + TCT + TTC = 



1 
1 



1 



1 + 2a 



2-2a 



+ 



l-2o 



+ 



2(o- 1) ( L 
3a 



l-a 



+ 



2 Fi (-a, a + l,a + 2, -1) 2 Fi (-a, a - 1, a, -1) 
a + 1 a — 1 

2 Fi(2-a,a + l,a + 2,-l)\ 



a + 1 



l-4a 



1 / 2 -Fi(2 - a, 1 - 2a; 2 - 2a; -1) 2 Fi(-a, 1 - 2a; 2 - 2a; -1) 



3a 



2a 



+ 



2a 



2 F 1 (-a,-l-2a;-2a;-l) 
l + 2a 



+ 



2a + 1 



dx\ ie 



(xi) (65) 



One recognizes the coefficients of the three first divergences; these are precisely the ones 
appearing in the sum of (57) and (59). Moreover, numerical comparison of the (j) 
coefficients gives almost identical results; the tiny difference could reasonably originates from 
the approximated evaluation of the infinite sums. This seems to show the equivalence of the 
two computations - (65) being of course significantly easier to perform - and then of the two 
(local and non-local) expressions of the contact term. 



Marginality to all orders 

Computations become intractable for the next resonance, which occurs for a; = 1/6 (or 
equivalently \r\ = vT7/6), as we have to consider sixth order perturbation theory, with 
contributions from both counterterms found so far. However we assume that the same occurs; 
the coefficient in front of the logarithmic six-tachyon divergence should vanish as well. 

To summarize, we have found that, to all orders in perturbation theory, the theory defined 
by the boundary action (15) is a boundary conformal field theory when \r\ < y/l7/6. In the 
range \/T7/6 < \r\ < l/y/2, the theory is conformal at least up to order five. We naturally 
expect that the theory is conformal to all orders in this range as well. 

As a side remark, the theory defined by the limit r — > r~ seems not well-defined. In this 
case, all the operators e 2nuX ° are relevant, and by doing the perturbative expansion in the 
tachyon couplings we would need an infinite number of counter-terms. By contrast, the theory 
defined directly at r = r c = l/y/2 seems fine. The boundary interaction (with T ± ~ e ±i^/Vz~) 
is similar to a boundary sine-Gordon theory, with additional CP factors. Other puzzling 
features of the r — > r~ limit will be discussed in the next section. 



5 Discussion 

We argued in this work that, for all values of the brane-anti-brane distance below the crit- 
ical value r c , the homogeneous rolling tachyon solution with a fixed separation is an exact 
boundary conformal field theory. Thus, a spacetime effective action that is valid around this 
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particular solution should have such tachyon profile as a solution of its equations of mo- 
tion. An effective action for the brane-anti-brane system was proposed by Garousi [25]. In a 
different parameterization of the tachyon field, 1 , it reads: 



C G (T,T,r,0) = ^=Jl + 4Tr 2 r 2 \T\ 2 - \T\ 2 - n 2 r 2 (66) 

cosh -\/7r|T| 

One checks readily that, with r = 0, 5 r C G ^ for any non-zero separation. Hence, this 
Lagrangian cannot admit solutions with constant brane-antibrane separation. This is not 
to be unexpected, since it was obtained by a fermion number orbifold of the non-Abelian 
tachyon-DBI action for a pair of coincident non-BPS D-branes. Therefore it could only be 
valid for an infinitesimal brane separation. Since 5 r C G is linear in r, it seems not even to be 
valid in this limit. 

In order to find the space-time effective action from first principles, we could proceed 
as in [13]. In this approach, one considers a generic spacetime Lagrangian of the DO-DO 
system, depending on the tachyon field r, its first derivative, the distance field r and its first 
derivative. 2 Since, as we argued before, rolling tachyon solutions at constant separation exist, 
the effective Lagrangian describing nearby field configurations should satisfy the condition 



S£(t, t, r, r) 



5r 



= (67) 

f=0,T=LJT 



where ui 2 = \ — r 2 , as well as the equation of motion for the tachyon with a profile of the 
form r = /iexpwt. 

Solving these equations at quadratic order in the tachyon field, one obtains a unique result, 
if we ask that for r = one should recover the known Lagrangian for the coincident case: 



2 • 2 

£(r, f , r, 0) = -2 + y/l - 2r 2 + J + • • • (68) 

Unlike in the case of the non-BPS brane considered by Kutasov and Niarchos in [13], we 
did not impose above that the more generic profile r = Qe ut +^e~ ut (with arbitrary coefficients 
( and £) is a solution, since it does not correspond to an exactly marginal deformation on 
the worldsheet as long as r ^ 0. A straightforward generalisation of the effective Lagrangian 
found by these authors exists for r ^ Obut should not be considered since, by construction, 
it allows the time-reversal-symmetric tachyon profile r ~ coshwi as a solution. 

Imposing only the 'half S-brane' as a solution leads to an underconstrained (finite) system 
of equations and not to a single recurrence relation as in [13]. However, below eq. (44) we 
have shown that a solution of this form is marginal at second order, provided £ = with 
H real. Besides the necessity to prove its conformal invariance at all order (by going through 
an even more tedious analysis as we have done for the 'half S-brane' solution), it would again 
lead to an underconstrained system. Indeed, this tachyon satisfies the identity |f| 2 = uj 2 |r| 2 . 
One can show that, as a consequence, the relation between the coefficients in the Lagrangian 
does not organize into a single recurrence relation, but rather separates into a system of 



1 This field redefinition was discussed in [13] for the r = case. 

2 We assume that, by the symmetries of the problem, only even powers of the fields and their derivative 
appear, i.e one has £(|t| 2 , \ f\ 2 ,r 2 ,r 2 ). Without loss of generality, as the phase of the tachyon for the 'half 
S-brane' solution under study is constant, we take r(t) real. 
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independent equations which is underconstrained. Thus it does not lead to a unique effective 
Lagrangian at higher orders in the tachyon couplings. 1 

The worldsheet theory contains more information about the tachyon effective action, be- 
sides imposing that the rolling tachyon background of interest should be a solution of its 
equations of motion. Following [13, 17], we expect to get the effective Lagrangian evalu- 
ated on-shell to be given by the disk partition function, with the time-like zero modes kept 
unintegrated: 

£ l w ,oW = -Z(r|* )| disk (69) 

With this equation one can test whether any proposal for the effective Lagrangian of the 
system is sensible. At second order, one can compare the spacetime Lagrangian, given by 
eq. (68), with the partition function given in appendix C: 

Z(rM = 2 " r r 2 ( ( 2 l- 4 2rV +A " e2 ^ + °( (A+A ~ )2 ) (?0) 

In order to match these two computations, we see that a distance-dependent field redefinition 
of the tachyon field is necessary: 

r(t\ ( 1 r(2 ~ 4r2) V /2 *y (m 
T{t) = {■jTT&i*(i-**)) A e (71) 

As one can see, with this definition, the spacetime tachyon vanishes at the critical distance 
r = l/\/2, for any finite value of the worldsheet coupling A + . It could be the way string theory 
deals with the fact that, when r — > r c , the tachyon becomes a light field, and we could wonder 
how a local action along the brane worldvolume dimensions - that is a priori well-defined as 
the tachyon is lighter than all string modes - would make sense, since the separation between 
the brane and the antibrane is significant in this regime. 

The validity of the field redefinition (71) should be tested beyond quadratic order. 2 For 
this one would have first to compute analytically the perturbative 'screening integrals' at 
higher order which does not seem trivial. For the special value of the distance r = 1/2 the 
computation, up to order eight in the tachyon amplitude, is given in appendix C: 

Za\xo) = 2 1- " ' 




+ ( 1 + M + lS + - + -)( : ^— ) + K^— ) I I (72) 

This does not seem to trace back to the Taylor expansion of a known function. 

Since the space-time effective action approach seems to have important limitations for 
branes-antibranes at finite separation, the boundary string field theory may be more ap- 
propriate in order to know the properties of the system. Even though it does not contain 
information about the dynamics of the system, it allows to find the exact tachyon potential 
(as well as the appearance of lower-dimensional branes), hence can illuminate the fate of the 

1 Note on the other hand that (68) is still valid with (47) under the replacement r 2 — > |r| 2 and f 2 — > |f| 2 . 
2 One can check already that plugging this redefinition in Garousi's Lagrangian (66) does not lead to a 
consistent effective Lagrangian. 
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tachyon. These computations seem not to be out of reach. We plan to come back to these 
issues in the near future. 

A heuristic argument gives a good motivation for this study. Following [36, 37], one 
could describe the result of this condensation by studying the closed string emission from the 
time-dependent boundary state. It was found in [36] that, knowing the one-point function on 
the disk B(E) = (e lEX °), one can compute the density of closed string states emitted by the 
decay of a non-BPS brane which goes as 

?c~£-^iW|£(i<rf (73) 

where the asymptotic Hagedorn density of closed string states at level N has the form D(N) ~ 
N~ a exp(47r-v/]V), with a > 0, and E^ ~ 2y/~N. The one-point function for an unstable non- 
BPS D-brane goes as \B{E)\ 2 ~ exp(— 2nE). Therefore, in this case, the sum is governed by 
the sub-leading power-like corrections to the Hagedorn density and typically diverge, giving 
the so-called 'tachyon dust' of massive closed strings. In the case of non-zero separation, by 
dimensional analysis we may expect that \B(E)\ ~ exp mtach(r)\). This would lead 

to a convergent closed string production when \m ta ch\ < l/\/2 (i.e. for r ^ 0), signaling that 
the tachyon does not condense completely at finite distance. 
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A Computation of the divergences in CTT-type terms 

We give below one example of computation of the divergence occuring in an integral involving 
one contact operator insertion. We study here the CTT term. With a bit of care, one can 
compute them exactly. With the expression of C given in (21), the CTT term is 

£<J— 1 r pxi—e fX2—e 



//•xi— e rx2—e 
dxi / dx 2 / dx 3 iC(x 1 YAT + (x 2 )itT-{x 3 )i 
Jxi—L+e J X2—L 

£-0,-1 r rxi—e rxn—e I 

= (a-l)—— I dxi I dx 2 / dx 3 (x 1 -X2+e)(x 1 -x 3 +e) a ~ 1 (x 1 -X2) a ~ 1 {xi-x 3 )(x 2 -x 3/ 

2 J J Xl -L +£ Jx2-L \ 

+ (xi -x 2 + e) a_1 (a;i - x 3 + e){xi - x 2 )(x 1 - x 3 ) a - 1 {x 2 - x 3 ) a ~ 2 I 



a-2 



(74) 

with a = 4w 2 . Note that the IR cut-off is chosen such that two ordered operator do not move 
away from each other more that L. Then, since C(x) ~ T ± (x + e)T^(x) the cut-off for X2 in 
relation to x\ is L — e. One can get read of the path ordering with the following change of 
variable : 

X2 = —L6i + x\ 

x 3 = -L5 2 + x 2 (75) 
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such that it gives, introducing r\ = e/L: 
(a - l)L Aa ~ 1 ^- J 1 " d5 1 j 1 dd 2 (fa + vWi + + nT'^t' 1 ^ + W 



a-2 



+ ((5i + »7) a " 1 (*i + ^ + v)Si(6i + S 2 ) a - 1 6 a 2 - 2 / dxi e^ x \ Xl ) 



(76) 



The integral over 5j's can be done with the use of the series representation of (1 + s + s ) a 
since 5\ + 5 2 > r], and (1 + ^) /3 since 6\ > rj. These are given by: 

(i + x )« = y r(l + a)g" — 

V ; Ajr(l + a-n)r(l + n) 11 k ; 

Convergence of the series all along the domain of integration allows us to commute integral 
and sum sign 1 , such that one has: 

1 00 r/ \ 

t a L )2^ 2^ r(a _ n) r(i + n ) 11 

s=0n=0 V J \ > J 

x jf * " (Wi jf * d5 2 ^- s #T 2 (Si + h) a ~ n + 5r n5 2~ 2 (Si + hT'^J (78) 

As one can see, the two integral to compute are symmetric by permutation of s and n. We 
then only focus on the first one. There are two ways to proceed now. Integrate directly and 
exactly since it is possible, or use an indirect method that reintroduce some path ordering. 
We use the second and apparently more complicated method, because it is needed to compute 
TTTT integrals. Indeed, one will see that hypergeometric functions will receive argument z 
which has absolute value less than 1, much more easier to handle for approximations, since 

1 It is true at least a fortiori from the convergence of the integrals and the series of the integrals. Note 
besides that we do not integrate over any pole. 
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the series representation is known exactly. We separate the first integral of (78) into: 
f 1 "d<Si [ Sl d5 2 5l a - n - s 5 a 2 - 2 {l + 5 -l) a - n + f 1 "<Wi t d5 2 5l- s 5l a - 2 - n {\ + ^) a " 

A Jr, ~ <h y„ y 5 . 



rl-ri 



d<5i tf^-n-s 



ca— 1 
On 

: 2F1 n - a, a - 1, a, 
a — 1 



62 
Si 



5i 



pl-ri 
J ' 



^2a— 1— n / ^ 

2 Fi I n - a, 1 + n - 2a, 2 + n - 2a, 

2a — 1 — n \ 02 



-I 01 



1 'jx c3o-i-s-n ^2Fi(n-a,a-l,a,-l) 2 Fi (n - a, 1 + n - 2a, 2 + n - 2a, -1) 



a-l 



+ 



1 /•!— 77 



a-l 



d<5i ^ Q - s -" 2 Fi (n-a,a-l,a, 



1 + n - 2a 



+ 



2a 



1 r 1 -'' 

/ ' 

■ 1 - n J v 



d(5i 6^~ s 2 Fi (n - a, 1 + n - 2a, 2 + n - 2a, -Oi) 



(79) 



Let us remark at this stage that z argument in 2Fi(a, b, c, z) verifies \z\ < 1 in the above 
integrals. The first one is trivial and gives: 

(1 - v f a - s ~ n - ^a-s-n / aFi ( n _ a> _ i j ffl) _i) 2 Fj ( n - a, 1 + n - 2a, 2 + n - 2a, -1) 



3a — s — n 
2 I 



a- 1 



+ 



1 + n - 2a 



1 _ ^3o-«-n ^ aFl ( n _ 0) a _ 1( a> aFl ( n _ 0) ! + n _ 20j 2 + n - 2a, -1) 



3a — s — n 



a- 1 



+ 



1 + n - 2a 



(80) 



The second one is a bit more involved 



h = 



'Sa—s—n 



a-l 



0s +n _i_ 2Q ^ - 1) / 2F1 {n - a, a - 1, a, -5 1 



3a — s — n 



a-l 



2 Fi (n — a, s + n — 1 — 2a, s + n — 2a, — 6"i 
s + n — 1 — 2a 



V 
l-ri 



3a—s—n 



n 

3a — s — n 



2 Fi (n — a, a — 1, a, —1) 2 Fi (n — a, s + n — 1 — 2a, s + n — 2a, —1) 
a— 1 s + n — 1 — 2a 



J7 a_1 (l _ ?? )-s-n+i+2a / 2 Fi (n - a, a - 1, a, -y^) 2F1 (n - a, s + n - 1 - 2a, s + n - 2a, 



3a — s — n 



a-l 



s + n — 1 — 2a 



7/ 



3a— s— n 



2F1 in — a, a — 1, a, —1) 2 Fi (n — a, s + n — 1 — 2a, s + n — 2a, —1) 



3a — s — n 



a- 1 



+ 



rf 



a-l 



+ 



1 + 



s + n — 1 — 2a 
(a — n)(a — 1) 



(a — l)(s + n — 1 — 2a) a — 1 I a(s + n — 2a) 



+ o(rj a+i ) (81) 
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On the last line we used the series representation of 2F1 : 

( a) k (b) k z k 
(c) k k\ 



2 F 1 (a,b,c,z) = 



(82) 



k=0 



for \z\ < 1. In particular, for c = b + 1 we have: 



2 F 1 (-a,b,b + l,-z) = J2 



T(l + a)b 



k=0 



r(l + a - k)T(l + k){b + k) 



(83) 



Finally, the third one is 



h 



2a — 1 — n 



§ a+i-s^ + n _ 2a ) / 2 p x (n - a, 1 + n - 2a, 2 + n - 2a, -Oi) 



s + n — 3a \ 

2F1 (n — a, 1 + a — s, 2 + a — s, —Si 
I + a — s 



1 + n - 2a 



(1-0] 



\a+l — s 



s + n — 3a 



3a — s — n 



2F1 (n — a, 1 + n - 2a, 2 + n - 2a, -1 + r/) 2F1 (n — a, 1 + a — s, 2 + a — s, — 1 + 77) 

1 + a — s 



\ 1 + n - 2a 

- o(?f +1 " s ) 

2F1 (n — a, 1 + n — 2a, 2 + n — 2a, —1) 2F1 (n - a, 1 + a — s, 2 + a — s, —1) 



1 + n - 2a 



1 + a — s 

+ oirj a+ls )+oirj) (84) 



Collecting these results one finally get the sum: 

1 00 



a- 1 



EE 



r( £ 



2 r(a - n)T(l + n 

s=0n=0 V 7 V 



V 



a— 1+s+n 



/ d<5l y 



a- 1 



1 00 

EE 



T(a) 



2 ^ T(a - n)r(i + n) 

s=0n=0 v /Vi/ 



d5 2 ^or^ 2 t - 2 (^i+^) a ""+<""'52" 2 ( 5 i+ 5 2) c 
(Ji + / 2 + h + (s o n)) 



„2a-2 «2a-l 

~ ~2a+ 1 + 2a 



a -i fl-l / 2F1 (-a, a + 1, a + 2,-1) 2 Fi(-a,a- l,a,-l) \ 
11 3a ^ a + 1 a-1 / 



T(a) 



OO 1 

55 r ( a - n ) r ( X + »)(3a - a - n) 



2F1 (n - a, 1 + n - 2a, 2 + n - 2a, -1) 
1 + n - 2a 



2F1 (s - a, 1 + s - 2a, 2 + s — 2a, —1) 2F1 (n - a, s + n - 1 - 2a, s + n — 2a, —1) 



1 + s - 2a 



+ 



s + n — 1 — 2a 
2F1 (s — a, s + n — 1 — 2a, s + n — 2a, — 1) 
s + n — 1 — 2a 



(85) 



A similar computation was done for the TCT and TTC terms, with the correct cut-off 
prescriptions. Note however that CTT = TTC. 
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B Computation of the divergences in the TTTT term 

The computation of an amplitude with four tachyon insertions is clearly a lot more involved 
than the above one, since three integrations have to be done. The straightforward OPE of 
the four tachyons is doable and gives, from (109) : 



//•X\—e rx2—s rx^—e 

dxi / dx 2 / dx 3 / dx4ixp + T + (x 1 )V^~T-(x 2 y^ + T + (x s )V^~T-{x 4 )* 
Jxi—L Jx2—L Jx3—L 

/ rxi—s rx2—e rxz—e 

dx\ e 4ujX / dx2 / dx 3 / dx 4 
Jxi—L JXn—L J X-i—L 



rxj—e rx2—e rxz—e 

dx 2 / dx 3 j 

lx\—L J X2—L JX3—L 



^(a - - s 2 ) (a* - x 3 )Oi - x 4 ) a_i (x2 - £3) (^2 - x A )(x 3 - x 4 ) c 

- (XI - X 2 ) a -\x l - X A ) a -\x2 ~ X Z ) a -\x Z ~ X^f- 1 

+ (a - l) 2 (zi - x 2 ) a - l (x l - x 3 )( Xl - x 4 ) a - 2 {x 2 - x 3 ) a - 2 {x 2 - Xi ){x 3 - x 4 ) a_1 ^ (86) 

This integrand is too much coupled in its variables and not analytically computable in 
this form. But one can show using the identity 

(xi - x 2 ){x 3 - Xi) - (xi - x :i ){x 2 - x 4 ) + (xi - x 4 )(x 2 - x 3 ) = (87) 

that the integrand can be reexpressed as 

dx\ e 4ujX / dx 2 / dx 3 / dx A 

J xi— L J X2—L J X3—L 

(V - l) 2 (xi - x 2 ) a - 2 (x 2 - x 3 ) a (x 3 - x A ) a - 2 ( Xl - x±) a 

+ (2(a - 1) 2 - 1) (xi - x 2 y-\ Xl - x A y-\x 2 - x 3 y-\ X3 - x A y~ l 

+ (a - i) 2 ( Xl - x 2 y( X2 - x 3 y- 2 (x 3 - XA y( Xl - x 4 y- 2 ^j (88) 

If we use the change of variable 

x 2 = -LSi + xi 
x 3 = -L5 2 + x 2 

x 4 = -L6 3 + x 3 (89) 

the integral becomes: 

f dxi e 4uX ° f d8i f d5 2 f d5 3 

{^a - l) 2 <^- 2 W 2 (<yi + 5 2 + 5 3 ) a + (a - l) 2 ^" 2 ^ + 5 2 + t^) " 2 

+ (2(a- l) 2 - l)^- 1 ^- 1 ^" 1 (^i + ^2 + <53) a " 1 ] (90) 
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It is possible to extract the divergences by analytic integration but we need to be careful 
since we will need at some point to commute the integrals and sums. For this reason, the 
2-argument in the 2 Fi(a,b,c,z) should satisfy \z\ < 1. 

We will not develop the whole computation, but give as an example one of the three 
integrals. Let us study the following one: 



f dSi f dS 2 f dS 3 <J?<Sr 2 $(& + S 2 + S 3 ) a - 



(91) 



IT] JT) -J7] 

Integration of S3 imposes to separate the domain of integration in three parts: 

61 + S 2 > 1 and <5 3 G [77; 1] < Si + S 2 
Si + 5 2 < 1 and S 3 G [77; Si + S 2 ] < Si + S 2 
Si + 5 2 < 1 and £3 G + <5 2 ; 1] > o"i + 02 
This makes three integrals: 

S3 



(92) 



h = f 1 dSi C ds 2 f 1 ds 3 s^~ 2 si(Si + s 2 f- 2 {i + 

Jr, J 1-5! Jr, ~ °1 + °2 

l-l pi— 5! r&!+&2 

h= dSi dS 2 dS3S a 1 S a 2 - 2 5l{Si + S 2 f- 2 {l + 

J n Jn Jn 



C dSi f 1 Sl dS 2 f dS 3 SlS a 2 - 2 Sl a - 2 {\ + 

Jn Jn J5i+5 2 °'i 



Si+S 2 

°1 + <W_ 2 



o-2 



(93) 



which integrate to: 

h = C dSi f 1 ds 2 sts a 2 - 2 {Si + s 2 y- 2 

Jn J 1-5! 

h = f dSi f Sl dS 2 SfS^ 2 (Si + 5 2 ) a ~ 2 
J n J n 



xa+l 
_°3 

a + 1 



2 Fi(2-o,o + l,a + 2, 



S3 



Si + S 2 
S3 



^ 2 Fi(2 - a, a + 1, a + 2, - — '-f—) 
a + 1 01 + o 2 



5!+5 2 



= f d6l l 



oro-2 



do 2 StS a 2 



5 " a ~ l 2Fl (2-a,l-2a,2-2a,^ 1+ ^ 



2a- 1 



^3 



1 



5i+<5 2 



(94) 



We will not develop the computations for all the three integrals. Let us focus on the third, 
which is easier to present. The method is similar for the two other ones. 



ora-2 1 



h = I ' dSi f 5l dS 2 

J n J n 



2 Fi(2 - a, 1 - 2a, 2 - 2a, -Si - S 2 ) 
(Si + S 2 ) 2a ~ l 



2 Fi(2-a, l-2a,2-2a,-l) (95) 



2a- 1 

These are two different integrations to do. We have: 

II = jf * dSi J 1 Sl dS 2 S1S*- 2 ^-j 2 Fi(2 - a, 1 - 2a, 2 - 2a, -Si - S 2 ) 

ddl / d62 2a - 1 2Fl(2 " °' 1 " 2 °' 2 " 2a ' _1) 



(96) 
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Each of these separates again in three parts: 



S i £ fa 9] and ^ 2 e fa 5l ] 
5 i £ fa and <^2 e [<5i; 1 - 5i] 

5 X G [^; 1] and 5 2 £ [r?; 1 - (97) 

There is no known expression for the integration of 7g, but it is not much of a problem 
since we only want to extract divergences. Because \Si + (5 2 | < 1, one can express 2F1 as its 
series expansion given in (83). Since the series is convergent everywhere in the integration 
domain, we can commute the sum and the integral, such that 



3 ^T(a - 1 - n)T(l + n)(l - 2a + n) 

n=0 

/ f l/2 ,1/2 

x / d<5i / dS 2 S^- 2 (S 1 + S 2 ) n + d6i dS 2 SfS^iSt + 5 2 ) n 

\Jrj Jrj Jij J 5\ 

,1 rl-5 1 \ 

+ / dJi / d6 2 5 a 1 5 a 2 - 2 {5 l + 52) n \ (98) 

Jl/2 Jr] J 

These integrals are very similar to the ones studied in appendix A. Following the method 
presented there, and with a careful power analysis in rj, we can obtain: 

U-E r( °" 1) 



Ha - 1 - n)T(l + n)(l - 2a + n) 

n=0 



' 0(1) + 1 



(a + l + n)(a-l) (a + 1 + n)(a - 1) / 

//" 1 ^2Fi(2-a,l-2o,2-2a,-l) | 2 Fi(2 - a, a + 1, a + 2, -1) * ;|| (()()) 



3a(a- 1) V 2a- 1 a + 1 

The computation of if is less difficult. With method of appendix A and (97), it gives: 



I 



= [ 1/2 d*i 5 4a ~ 2 ^Fi(l-2a,a-l,a,-l) + 2 Fi(l - 2a, 2 - 3a, 3 - 3a, -1) \ 
J v 1 1 V a - 1 2 - 3a / 

2 Fi(2-a, 1- 2a, 2 -2a, -1) 



X I -2a 

+ — \vTa n I 3a 2Fi(l - 2a, a - l,a, -1) + (a - l) 2 Fi(l - 2a, -3a, 1 - 3a, -1) 



3a(a- l)(4o- 1) 



2 Fi(2-a, l-2a,2-2a,-l) 
1 -2a 

+ ^ 2 F l( 2-a,l-2..2-2a,-l) +o(1) ^ 

oCL CI ± 
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We do not integrate explicitely the first term so that the logarithm appears unambiguously 
at a = 1 /4. This has to be compared to the second term which does not become a logarithm, 
since it is finite at a = 1/4. Indeed, for this precise value a — 1 = —3a and one gets 3a ^ a _^ ■ 

Finally, summing up l\ with i|, one obtains: 



h = f 1/2 d§i 6 4a-2 / 2Fi(l-2a, Q -l,a,-l) + 2 Fi(l - 2a, 2 - 3a, 3 - 3a, 
3 Jrj 1 1 V a -1 2 - 3a / 

2 Fi(2-a, 1 - 2a,2 - 2a,-l) 



1 - 2a 

+ 3a ( Q _ 7? 1 )( 4a _ !) ( 3a 2Fi(l - 2a, a - 1, a, -1) + (a - 1) 2 Fi(l - 2a, -3a, 1 - 3a, -1) 



2 Fi(2-a, 1- 2a, 2 -2a, -1) 

4-1 a 4- 9 -Fl 

+ o(l) (101) 



1 - 2a 

rf~ x 2 Fi(2-a,a + l,a + 2,-l) 



3a a + 1 

Similarly one computes 1\ and I 2 , for which we obtain: 

h = o(l) (102) 

and 

h = f 1/2 d6i § 4a-2 / 2 Fi(l-2 Q , Q -l,a,-l) + 2 F 1 (l-2a,2-3a,3-3a,-l) \ 

2 Jrj 1 1 \ a- 1 2 - 3a / 



2 Fi(2 - a,a + l,a + 2, -1) 

i so „f, n _ 

3a(a- l)(4a- 1) 



a + 1 

4a-l / N 

+ w TT 3a 2Fi(l - 2a, a - l,a, -1) + (a - l) 2 Fi(l - 2a, -3a, 1 - 3a, -1) 



2 F 1 (2-a,a + l,a + 2,-l) 
a + 1 

+ „4a-i F(a- 1) 

' ^ r(n + l)r(a - n - l)(a + n + l)(3a - n - 2) 

/ 2 Fi(-2a + n + 1, -a + n + 2; -2a + n + 2; -1) 2 Fi(-2a + n + 3, -a + n + 2; -2a + n + 4; -1) 
V -2a + n+l -2a + n + 3 

rf~ x 2 Fi(2-a,a + l,a + 2,-l) 



3a a + 1 



+ o(l) (103) 
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One expresses then the whole integral (91) as 



I d5 1 f dS 2 f do 3 S^S^ + S 2 + 5 3 ) a - 



1/2 



, ia -2 f 2F 1 (l-2a,a-l,a,-l) 2 Fi(l - 2a, 2 - 3a, 3 - 3a, -1) 
aoi o 1 ( ; h 



a- 1 



2 - 3a 



2 Fi(2 - a, 1 - 2a, 2 - 2a, -1) 2 Fi(2 - a, a + 1, a + 2, -1) 



1 - 2a 



a + 1 



+ r/ 



4a- 1 



1 / 2 Fi(l - 2a,a- l,a,-l) 2 Fi(l - 2a, -3a, 1 - 3a, -1) 



(4a - 1) 



a- 1 



+ 



3a 



2 Fi(2 - a, 1 - 2a, 2 - 2a, -1) 2 F X (2 - a, a + 1, a + 2, -1 



+E 

n=0 



1 - 2a 
T(a-l) 



+ 



a + 1 y 

2 Fi(-2a + n + 1, -a + n + 2; -2a + n + 2; -1) 



r(n + l)r(a - n - l)(a + n + l)(3a - n - 2) 



-2a + n + 1 



+ 



2 Fi(-2a + n + 3, -a + n + 2; -2a + n + 4; -1) 



-2a + n + 3 

2 ? ? a - 1 2 F 1 (2-a,a + l,a + 2,-l) 
3a a + 1 

Similar techniques apply to the two other kinds of integrals. 



+ o(l) (104) 



C Partition function to eighth order 

The disk partition function for the system, unintegrated over the time-like zero modes, can 
be expressed as a series: 



oo 

Z(r|x ) = ^(-A + A- e ^°) n /„ 



(105) 



n=0 



with /„ a coefficient that is equal to the sum time-ordered integrals that appear at order n 
in the perturbative expansion. We can express it in a condensed form as : 



In = J[<Mhn 



13 5 ... 2n-l 
2 4 6 ... 2n 



with the time-ordered measure 



perm V 



a\ a 2 
a 3 a 4 

ffl2n-l «2n 



(1 - 4r 2 ) 



„ n 1 \-^n / -t\a 
2\2-2&=lH) 



(106) 



[dthn 



2n , 2n-l 

i=i i=i 



(107) 
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We have also introduced convenient notations for the integrand, defined as: 



d2n-l a,2r, 



where S(i,j) 



2n 



II n S(a 2 i-i,aj)S(a2i,aj) , 

i=l J=2i+1 



%\ %2---lp 

ji h ■ ■ ■ 3n 



nns(i a ,j a ) 

(108) 



a=l a=l 



2sin^ 



. The sum in (106) is done over all permutations within the set 



{1,2,3... 2n}. 1 Up to n = 2, the partition function, for given \r\ < l/\/2, reads: 



Z(r\x ) = 2 - 2A+A"e 



2ux a 



y j\dt\A 



-4r 2 



'1 



1 3 

2 4 



-4r 2 ) 
(l-4r 2 ) 2 



1 2 
3 4 



+ 2 (A+A-e 
+ ... 

The computation at second order in T, for r < 1/2, gives the result 

r(2 - 4r 2 



1 3 

2 4 



2N 2 



+ (1 - 4r 2 ) 



Z(r\xo) = 2. p2(1 _ 2r2) 
where we used the Dyson integral [35] : 



A+A- 



o 2ujx 



+ o 



((A+A") 2 ) 



2n n j. n 



o ,- =1 



I 2a 



r(l + na) 
r n (l + a) 



1 4 

2 3 

(109) 



(110) 



(111) 



We notice that the result (110) is analytic in r for all values below the critical distance 
r c = l/y/2. The reason for this property should now be familiar to the reader. For \r\ < 1/2, 
the contact term vanishes, hence give no contribution to (110). The value r = 1/2 is particular. 
We see that the prefactor of the second order integral in (109) vanishes; at the same time, 
the contact term gives a finite contribution, ensuring the continuity of the result in (110). 
For any 1/2 < |r| < r c , the second-order integral in (110) is divergent. As we explained in 
subsec. 3.3, the divergence is canceled by the contribution from the contact term, that appear 
in the worldsheet action (15), where e is chosen to be the same as the short distance cutoff 
in (109). The finite part that remains agrees precisely with (110). Hence, the presence of 
the contact term gives (at least at this order) a continuous result all the way to the critical 
distance. 



The r=l/2 case 

Finding the complete expression of the disk partition function at any |r| < l/y/2 seems to 
be out of reach, since integrals involve complicated highly coupled multidimensional integrals 
with path-ordering. 

1 To be precise, we have P({1, 2, 3 . . . 2n}) = {a\, 0,2,(13 .. . atn}- 
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For this reason we want to compute the partition function in the special case where 
u = 1/2 which is tractable. We recall that the perturbative expansion of the worldsheet 
action is given by (6): 



Z(r,\+,\-) = (e 



-5S 



= ( e ^ 



+ fdir+T+(t)-^fdtr-T-(i) 



= £<-d 

n,p=0 



n+p 



(A+) n (\-y 



pi 



perm± 



[di\ n+p (r ± (i 1 )...r ± (i n+p )) 



(!*&)... T±(tr^)) (112) 



with n and p of the same parity and I = e 2 

Due to the Fermi multiplets correlators, the only non- vanishing terms are the ones which 
have as much + as — . The correlator of the Fermi multiplets are easy to compute using Wick 
theorem and the Green function (5). It leads to one product of supersymmetric sign functions 
Y\e(2i,2i + 1), which decomposes into a sum of 2(n!) 2 supersymmetric path orderings. One 
finds that these path orderings are all equivalent under permutations of T + 's (T~'s) with 
T + 's (T - 's) and permutations of integration variable. So one choose one path ordering, 
symbolically t\ > t 2 > ■ ■ ■ > t 2n multiplied by a factor 2(n!) 2 . We should then compute: 

00 „ 

Z(r,A+A") = 2^(A+A-)" [dt\ 2n (T + (h)^ (t 2 ) . . . T~ (t 2n )) 

n=0 ■' > 

00 „ n 

= 2^(A + A-f e ira [dt\ 2n l[S(2i,2j)S(2i-l,2j-l) 



n=0 
00 



i<3 



= 2^2(\ + \-) n e mx I n 



(113) 



n=0 



with S(i,j) = 1 2 sin ^ 



5-1 - e(i,j)9i0j. 

The computation of the integrals /„ is as follows, using the notation of eq. (108). We have 



first 

Then I 2 which is still easy 

1 



[dth 
2! 



[dt] 4 
4! 



(27T) 



and 



h 



2vr 





1 


1 f [dt] 3 


1 




2 




3 


J 5! Cl 


2345 


{^fj 3! 


23 




13 




12 



4! 



>12 



(114) 



(115) 



16 



4!(2tt) 5 (2tt) 3 3tt 5 8tt 3 
(116) 
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I4 is a bit more complicated to compute, but in terms of integrals, we find: 



h 



= J[dt]i 



13 
57 



24 
68 



[dt] 



+ 



(2tt) 4 

1 143 

+ 



[dt} 4 
4! 



1 

234 
55 



1120 
1 



+ 



1447T 6 

3575 



1927T 4 

205 



+ 



2tt) 2 

2 
134 

13 

4807T 2 
1 

+ 



6 CS 



6! 

3 
124 



12 

3456 



4 

123 
1001 



175 



1 



+ 



2592tt 6 432tt 4 240tt 2 
1 



+ 



16tt 4 



1120 ' 2592tt 6 1728tt 4 32tt 2 16tt 4 
where we introduced the totally antisymmetric form : 
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with the partially anti-symmetric form : 
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The bigger n is, the more complicated is the corresponding term in the partition function. 
This is because more and more contribution of the contact term appear and that the path 
ordering can't be always removed. For the special value r = 1/2 the contact term has indeed 
a non-zero, but finite contribution to the final result. 

We end up with the following expansion. The terms coming from pure 'non-contact' 
contributions are underlined: 
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where we recognize the trivial expansion : 
1 
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In fact, this factorization is exact to all orders; by looking at the integrals I n , one can see 
that the maximal contact term is always present and has a standard form, which we recognize 
as a Vandermonde determinant. 

The remaining terms should come from a non-trivial function that multiplies (121): 
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This doesn't seem to come from the Taylor expansion of a simple expression. 
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